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PREFACIO. 


Con el presente libro sale a luz el segundo de los testos cuya 
confeccion el Supremo Gobierno tuvo a bien encargarme. 

Han sido consultadas las obras de M. E. Jablonski “Complé- 
ments d'Algébre” i “Théorie des équations,”” i de Haller v. Haller- 
síein ''Lehrbuch der Mathematik.” Este último libro se usa en la 
Escuela Militar de Gross—Lichterfelde bei Berlin i me ha servido tam- 
bien para determinar la estension de la materia. Igualmente han 
sido tomados de este libro muchos de los ejercicios que acompañan 
el presente testo. Los párrafos 42 i 43 son esencialmente una 
traduecion del tratado “Rationale Wurzeln von algebraischen 
Gleichungen,”” publicado por mí el año 1901 en la “Zeitschrift fuer 
mathematischen etc. Unterricht,” de Leipzig. 

Las materias anotadas por un asterisco—i talvez algunas mas 
—pueden ser escluidas de la enseñanza. 


Santiago, 1906. 
Hugusto Tafelmacber. 
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CAPÍTULO PRIMERO. 
Permutaciones i Combinaciones. 
PERMUTACIONES. 


1. Definicion.—“e llaman permutaciones (*) simp!es de pen p 
(o de la clase >) de n objetos distintos todos los grupos que se pue- 
den formar por p de estos objetos tomándolos, de todas las maneras 
posibles, de los n objetos considerados, cuidando siempre de que dos 
erupos se d ferencien, sea por la naturaleza de los objetos o por el 
órden de ellos, ide que en un mismo grupo no se repita el mismo 
objeto. 

OBSERVACION. -— Los objetos que entren a formar las permutacio- 
nes pueden ser cualesquiera. Se los representa jeneralmente por 
cifras o por letras, llamándolos elementos. 

Sean, por ejemplo, las permutaciones de dos en dos (o de la 
segunda clase) de las 5 letras «1, b, e, dd, *. Se obtiene 


ab ba ca da ea 
ac be cb db eb 
ad bd ed de ec 
ae be ce de ed. 


Il número de permutaciones de nelementos de la clase p lo desig- 
EAS : : 
naremos por P”, así que tenemos en el ejemplo esplicado 
n 


OBSERVACION.—Como, en una clase cualquiera, cada grupo se 
compone de p elementos tomados de los n dadosi como ningun ele- 


(4) Véase la traduccion de las obras de Francoeur por Gorbea, libro quinto, 
N.0 475. 
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mento se repite en un mismo grupo, se deduce que el índice de clase p 
no puede ser mayor que el número de elementos n, o sea que p<n. 
2. Formacion de las permutaciones de las diferen- 
tes clases.—Espliquémoslas por un ejemplo. Sean las 4 cifras 
1, 2, 3, 4. 
Las permutaciones de primera clase son evidentemente las mis- 
mas cifras 


LLO e EL! 
Para encontrar ahora las permutaciones de segunda clase, sin 


omision ni repeticion, basta agregar a cada una de las permutacio- 
nes de primera clase cada uno de los 3 elementos que no entraron en 


ella, a saber 
12 21 31 41 
13 23 A 
14 24 34 


43. 


Igualmente, para formar las permutaciones de tercera clase, sin 
omision ni repeticion, basta agregar a cada una de las permutacio- 
nes de segunda clase cada uno de los 2 elementos que no entraron 
en ella, resulta pues 


1270 2153 312 4192 
124 214 314 1413 
132 231 321 4921 
134 234 424 1423 
1492 241 341 431 
143 243 342 4 3 2. 


De un modo análogo resultan las permutaciones de cuarta clase 


1234 2134 3124 .4123 
1245 2143 3142 4132 
1324 2314 3214 4213 
1342 2341 3241 4231 
1423 2413 3412 4312 

2431 3421 4321. 


Deducimos de aquí la 


Regla jeneral; Para formar sin omision ni repeticion las permu- 
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taciones de la clase p de n elementos, basta agresar a cada una de 
las permutaciones de la clase p - 1 de los mismos n elementos cada 
uno de los elementos que no entraron en ella. 

3. Número de permutaciones.—Una permutacion de n ele- 
mentos de la clase p- 1 contiene p—1 elementos, mientras que 
n—(p—1)=n—p+ l elementos no entran en ella. Segun la regla 
anterior resulta entonces que cada permutacion de la clase p—1 da 
lugar a n—p+1 permutaciones de la clase p, o sea que ho 


=p + DP. 


Esta fórmula vale para todos los valores de p inferiores o 19ua- 
les a n, así que podemos est 1blecer la siguiente serie de fórmulas, 
correspondientes a los valores 2, 3,...p de p: 


El =(n=—1) ya 


..o...00%00....k won... sona... so 


des (n—p-=+2) PE 


ps 


Pp 
u 
P=(n—p+1)P"" 


El producto de estas p—1 fórmulas, ejecutado miembro a miem- 
bro, da 


P'=P (n—1) (n—2)...... (n—p+2) (n—p+1). 


1 2 
Observando, en fin, que P =n, obtenemos la fórmula 
n 


P'=n(n—1)(n a E E pa). 


Luego el número de perm tariones simples de n el-mentos de la 
clase p es ¡gnal al produrto de los p números enteros consecutivos 
decrecientes a partir de n inclusive. 

4.. En el caso especial de las permutaciones de rn elementos de la 
clase n obtenemos 
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o sea que el número de permutaciones de n elementos de la clase n 

es igual al producto de los n primeros números enteros consecutivos. 
Este producto de los n primeros números consecutivos se escribe 

abreviadamente n/ lo que sa lee “n facultad,” así que se tiene 


COMBINACIONES. 


5. Definicion.—Se llaman combinaciones simples de pen p (o 
de la clase p) de n elementos todos los grupos que pueden formarse 
por estos n elementos tomados de p en p de todos los modos 
posibles, cuidando, sin embargo, de que dos grupos no sean forma- 
dos por los mismos elementos i que un elemento no se repita en un 
mismo grupo. 

OBSERVACION. — Como, segun la definicion, dos grupos forma- 
dos por los mismos elementos, tales como 12311532, no represen- 
tan dos combinaciones distintas, es conveniente establecer un órden 
determinado de los elementos i fijar, ademas, que en ninguna combi- 
nacion un elemento mayor preceda a otro menor. De laa dos formas 
1231132se acepta, por eso, solo la primera 1 2 3. 

Designaremos el número de combinaciones de n elementos de la 


P 2 . 
clase p por €. Como en el párrafo 1 se tiene p<n. 


6. Formacion de las combinaciones de las diferen- 
tes clases ——Por analojía con las permutaciones podemos esta- 
blever inmediamente la siguiente 

Resla: Paraformar, sin omision ni repeticion, las combinaciones 
de la clase p de n elementos, basta agregar a cada una de las combi- 
naciones de la clase p—1 de los mismos n elementos cada uno de los 
elementos que siguen al último segun el órden establecido. 

Sean, por ejemplo, las combinaciones de las 4 cifras 1, 2, 3, 4. 

Las combinaciones de primera clase son 


1 A is de 
Las de segunda clase son 


34 


N »N 
BH co 


1 
1 
1 


pa 


Las de tercera clase son: 
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un 24 3 E o O 
e O? 


1 


La única de cuarta clase es 
10031 3,.43 


7. Número de combinaciones.- De cada una de las combi 
naciones de la clase p de n elementos se pueden formar tantas per- 
mutaciones de la misma clase ide los mismos elementos, cuantas 
permutaciones hai de p elementos de la clase p. En efecto, de lacom- 
binacion 1 2 3 resultan las 3! permutaciones slo la misma cla+e i de 
los elementos 1, 2,3 | 


123 132 213 2 312 321, 


De aquí resulta que 


Co Pa ¿20n>—1) ( n—2)...... (=p+1) 


S. En el ejemplo esplicado bajo 6 tenemos 


. AA A 1£ 4 3.2.1 
Ma ad C po 0 AA, Ca A 58 
PA! 2 TIP ¡O EN! 


Resulta, pues, que el número de combinaciones de la clase 1 
es igual al número de combinaciones de la clase 3. Siendo ahora 
3=4-—1 podemos formar, en jeneral, el número da combinaciones 


de n elementos de la clase n-p i compararlo con e. a saber 


a n(n—1)...... (n—p+1) (n—p)...... (p+1) 


<<. p. | (p+1)...... (n—y) 
—n (n—1)...... (n—p+1) 

¿ALAS p 

== c? 


8. LAS POTENCIAS DEL BINOMIO PARA ESPONENTES ENTEROS I POSITIVOS. 


A ITA o o A. «EE : : 
Esta iórmula, C_. =0, constituye una identidad importan- 


te que aprovecharemos en el capítulo siguiente. 
9. Otra identidad importante se espresa por la fórmula | 
_ Qe 


Se tiene v. gr, C= 0 0) il a huas DS 
sde pesto qe 004 O=10=9%:143( 
cla A E Ss 


p-1 19) 
E a 
n—1 y 


e n 


Eve jeneral se tieno 065% 


e 1 1 DS SA 
c> EA 1) (n=2)......(n p+1) (np) 
n-1 dt a —l).. 
p1 A da sa Dd n—-p pa hat 
Ine a 0 ( LN p e O 
211) (03). (ap ED) 
TL A p a 


CAPÍTULO IL 


Las potencias del binomio para esponentes enteros 
1. positivos. 
“10. Sea OS la potencia (x+a)* enla cual xia represen- 


tan números cualesquiera i n un número entero i positivo. 
Pri incipiemos por desar rollar la segunda i la tercera potencia de 


x-+4, a Saber, ; 


eidid: e ' E (ha y EN +2axta 
má (x+a) 10 +2ax4o ) (x+a) 
=x +3 AÑX (5% a + as. 
Notamos que, en los dos desarrollos, las potencias de x van de- 
creciendo i las de a van creciendo, de modo que la suma de los espo- 


nentes de xia queda constanteies, en un término cualquiera, igual al 
esponente del binomio. En cuanto a los coeficientes, Observamos que 
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el primer coeficiente de cada desarrollo es igual a la unidad i que los, 


otros son iguales a ciertos números de combinaciones; en efecto, en 


el desarrollo del esponente 2 podemos escribir A C> PA E : 
= (” ¡enel desarrollo del esponente 3 tenemos 3= - = 0 
A O TL 3 

A E k 


Por ar alojía podemos entónces establecer la fórmula 


n 


n n eL n—l 2 2 —2 A 
AE RS E O O ad 


n-—1 n—]1 


+0 a x+ E a 


fórmula que demostramos por induccion completa. 

Para eso, suponemos demostrada la fórmula para el esponente 
n—1 i deducimos la fórmula para el esponente n, multiplicando 
ambos miembros de la fórmula anterior por x+a. Multipliquemos 
entónces ambos miembros de la fórmula ea 


n—2 *2 2. n3 


ta) == 040 a SEO iaexto Br, 


p p n—p-1 n—2 n-—2 n—1 n-1 


NS E EN O a PC a 


n—1 n-—1 —1 


por x+« i resulta, ordenando los términos 


A AO AO ax he. t0O a. Xx 
n 1 n—1 n—1 n-—1 
A O E 
n--1 n—1 n—1 
Ahora bien, en virtud de los párrafos 7 i 9 tenemos 

A IE CO E "O 
mol e o n» n—l 5E a o 

p p-1 p n DS A A 

6 Eno a 1 Ca, EN + C —1 1% ca 1 Po e 
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luego resulta 


n n de n-—1 2 9 n--2 n= 
(xa). =Xo + C Ax Al a o AS A e + 


n-1 n-- 


> 1 ¿257 
—+ C a X ON 0 a z 
n n 


Por lo tanto, si la fórmula es exacta para la potencia n-—1, vale 
tambien para la potencia n. Pero la fórmula ha sido de nostrada 
para la potencia 3, luego vale para la potencia 4 1, por eso, para la 
potencia 5 etc., o sea que la fórmula vale para cualquier valor finito 
i entero de n. 

Corolarios. 1.2 El desarrollo de (x+a)” consta de n+1 términos 


i se puede escrib'r 
4 n pp n—p 
(x+a)"=3Ca x 
Pp=0'".n 


admitiendo que, para p=0, 6, =1. 

2.2 El desarrollo de (x—«) "se distingue del de (x+a) 2solamente 
por los signos de los términos que contienen potencias impares de «2. 

11. Regla práctica para ejecutar el desarrollo —Para 
poder formar el desarrollo de cualquier potencia de x+ a basta, en 
virtud de las esplicaciones del párrato anterior, determinar sus 
coeficientes. Consideremos, para ese fin, los coeficietes de dos térmi- 
nos consecutivos del desarrollo de la potencia n del binomio, o sean 


Cp NM (n= 1)... AA (n-p+1) 

A PR p 
(200 (1-1)... (n-p+1) (n—p) 
“n A p (p+1) 


"Notamos que el segundo de estos coeficientes resulta del primero 
. . 13 . . 
multiplicando este por 7188 decir por una fraccion cuyo numerador 
es el esponente de x en el término correspondiente al primero coefi- 
ciente i cuyo denominador es el esponente de a aumentado en 1. 
¡Vórmense, de esta manera, (x+a)!"! 
12. Particularidades de los coeficientes del binomio. 
1.* Los coeficientes numéricos de dos té. minos equidistantes de 
los estremos son iguales entre sí. 
El término que es precedido por p términos, tiene por coeficiente 
Pp s > , ; » n-p. 
C_ el que es seguido por p términos, tiene por coeficiente C_ “i, en 
E 4 a 
virtud del párrafo 8, tenemos 


EL TRIÁNGULO DE PASCAL. LE 


e 


2.2 Los coeficientes numéricos crecen desde el principio hasta la 
mitad del desarrollo i d-crecen, en seguida, hasta el fin. 

Basta demostrar la primera parte de este teorema, pues la se- 
eunda será una consecuencia de la primera particularidad demos.- 
trada Ahora bien, para pasar de un coeficiente numérico al que le 

lo Itipli lprimer ph /irtud de 11. D Í 
sigue, se multiplica el primero por 7; en virtud de . De aquí que 
los coeficientes van creciendo, mientras 


Mep>p+ Ñ 
PR 


2 


Dos coeficientes consteutivos serán iguales entre sí en el caso de 
que 
n—p=p++F1 
o bien p=” ! 


) 


Za 


¿ste ca:o puede tener lugar solamente, cuando n sea impar, pues 
pes un número entero. Por lo tanto, en un desarrollo de esponente 
impar hai dos coeficientes iguales entre sí que son los mayores de 
todos. Por otra parte, siendo n par, habrá un cocficiente en el medio 


a n 
que es el mayor de todos i cuyo velor es (?. 


1 

13. El triángulo de Pascal.—En atencion a la demostra- 
cion del párrato 10, cualquier coeficiente del desarrollo del espo- 
nente nes igual a la suma del coeficiente respectivo del desarrollo 
del esponente n—1 mas el cceficient= que le antecede en este mismo 
desarrollo. 

Esta relacion ha dado lugar a la formacion del siguiente cuadro 
que se llama por su autor, el matemático frances Pascal (1623 a 
1662), triangulo de Pascal: 


1 
1 1 
1 2 1 
1 3 3 a 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 A 20 15 6 1 
] 21 35 35 91 pi ai 


La primera línea contiene el coeficiente del desarrollo de espo- 
nente o, lasegunda los coeficientes para n = 1, la tercera paran = 2 
ete., i cualquier número es la suma de los dos números de la línea 
anterior que se encuentran a ambos lados de él. 
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CAPITULO TIT. 
Algunas series converjentes. 
CONVERJENCIA I DIVERJENCIA DE SERIES 


14. Definiciones.—1.? Una suma de infinitos sumandos, tal 
como 


UU 


se llama serie ilimitada o simplemente serie. 
2.* Una serie se llama converjente, cuando la suma de los n pri- 
meros términos : 


h 5,1 TU, A UL, 
se aproxima a un valor finito i determinado $, en caso que n pase a 
ser infinitamente grande. | 

Una serie se llama diverjente, cuando la suma S, crece indefini- 
damente junto con n o cuando no se aproxima a un valor fijo. 

3.* Si un número variable $5, se aproxima tanto mas a un valor 
fijo a, cuanto mas n se aproxima a un valor Im, se llama a el límita 
de S, para n= m i se escribe 


Si m es =0, se suprime jeneralmente n=w en lim $, . así que se 
escribe en la definicion anterior 


; lim 5225. 


KEJEMPLOS.—1.* Sea la serie jeométrica (ver paj. 107 del tomo VI 
de los “Elementos de Matemáticas” por Tafelmacheri Poenisch) con 
respecto a la cual tenemos 


S =a+20q+9q qn ag, 


aq) qe aq 


A, a, 


as” IA 


Consideramos los cuatro casos diferentos: 
A) a<1 da lim q*=0, luego lim aca o sea que la serie es 


converjente. 
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B) q<!/ da lim q"=0, o sea que la serie es diverjente. 

C)q=1 da lim q"=1,luego lim S,=00 —o , un valor aparentemen- 
te indeterminado. Pero introduciendo q=1 en $,,, resulta. 

S =a+ajt at... La=pas 
luego lim S, =w. La serie es diverjente. 

D) q=—1 da 

S =a—ataF o... +4. 

Si, en esta suma se considera n como número par, resulta 
lim S,=0 i si se le considera como número impar, resulta limS,=a, 
luego la serie es diverjente, puesto que lasuma S, no tiende a un va- 
lor fijo. 

2.2 Sea la serie armónica 


o LAB 

10 E 

1 ql 

E 

pS RA 

56 7872 

1 1 E A 
A 


De consiguiente, como podemos formar infinitos de los grupos 
1 s 
considerados, resulta que la suma S es >5.20, O fea que la serie es 
ad 


diverjente. 


OBSERVACION. - La serie que acabamos de considerar, se llama 
armónica, porque cualquiera de sus términos es el medio armónico 
entre sus dos vecinos. En efecto, sean 


tres términos consecutivos de la serie, se verifica que el valor recf-- 
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proco (m) del término medio es el medio aritmético de los valores 
recíprocos de los otros dos, a saber 


9 (ma He Dn) 


(Ver páj. 50 del tomo I! de los “Eiementos de Matemáticas ””) 

15. Teoremas que sirven para conocer, si una serie 
es converjente.-—1* Para que una serie sea converjente es nece- 
¡241 JO, pero no Suficiente, que el término del rango n tienda a cero, 
cuando » crece infinitamente. | 

DEMOSTRACION.——Sean u,, 0, ..... los términos de la serie. For- 
memos 


SU O 
z 0 0) 3 SAR y 


Si, ahora, n crece infinitamente, lo mismo sucederá con n—1 i si 
la serie es converjente, los límit s de S, 15, , deben ser idénticos, o 
sea que la diferencia entre 5, 15, , deben tender a cero. lero, siendo 
y al pe = S 
A, UE ESO Iba 


lim u,=0. 


OBSERVACION. —— La serie armónica esplica que la condicion 
establecida no es suficiente, pues los términos de ella van decreciendo 
sin cesar i tienden a cero, sin embargo, hemos visto que la serie es 
diverjente. 

EseEmPLO.—La serie 


5.10 15 20 
5 E ¡Ft a 


es diverjente. En efecto, como los numeradores de los términos 
forman una progresion ar.tmética cuya diferencia es 5 1 los denomi- 
nadores otra progresion aritmética cuya diferencia es 6, podemos 
apuntar 


, 


al . 5 
así que resulta lim E 


W > 


nd 

e) 

valor que, para n=x0, se trasforma eng 
3 


¡no =0. 
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5. 
El último término de la serie es pues i, 1, como los términos ante- 


mo 


: 5 5 
riores son todos mavores que, resulta que > - 00 
) 


2.2 Una serie es converjente, cuando sus términos forman, a 
partir de cierto término de rango finito, una serie converjente i 
cuando ningun término anterior es infinitamente grande. 

DEMOSTRACION.—Sea m el rango finito deque setrata,S,, lasuma 
de los im primeros términos i S, la suma de los términos siguientes. 
Por hipótesis $, 18, son números finitos, de consiguiente, ÁbicA 


LA 
S=8, ES, 


será un número finito, o sea que la serie es conve:jente. 

3.2 Ona serie de términos positivos es converjente, cuando, a 
partir de cierto término de rango finito, cada uno de sus términos 
es menor, o a lo mas igual, al término respectivo de otra serie con- 
verjente de términos positivos. 

DEMOSTRACION.——Sean u,, u,....... los términos positivos de una 
serie 1 v,, Va, ..... los términos positivos de otra serie de la cual sab»- 
mos que es converjente. Tenemos entónces a partir de un término 
del rango a que 


OS == m-¿+1 


Luego la suma 


Ps, 
a A es en E 


de los términos de la serie propuesta queda<a la suma 


Ahora bien, como s” tiende, por hipótesisis, a un límite fijo, tam- 
bien S, tiene que tender a un límite fijo, es decir que la serie pro- 
puesta. es converjente, 
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FJEmMPLOS.—1.? Sea la serie 


A ps 
++ +3 qe MES >> 


La comparamos con la serie jeométrica 


A US o 


única serie cuya converjencia hemos demostrado para 
0< al 


Siendo ahora los términos de la primera serie < a los de la se- 
eunda, resulta que la serie propuesta es converjente para ' 


0% Le 
2: La serie 


2 2 es : 
l+xcos x +x eos 2x+...... bx "eos nx+ 


se puede tratar del mismo modo; el resultado es el mismo. 
OBSERVACION. —De un modo AABISLO al seguido en el teor. 3,0 o se 
deduce que una serie es diverjente, cuando cada uno de sus términos 
es mayor o igual al término respectivo de otra serie diverjente. 
Por ejemplo, la serie 


et 


es diverjente, porque sus términos son mayores que los términos 
respectivos de la serie 


así que la suma de los términos de la serie propuesta es 
LA TO A 


pero la serie que aparece entre' paréntesis es la armónica cuya diver- 
jencia hemos demostrado mas arriba. 
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4.2 Una serie de términos positivos es con verjente, cuando, a 
pertir decierto rango finito, la razon entre un término i el que le an- 
tecede queda constantemente menor que un número k, menor que 
la unidad. 


DEMOSTRACION.—8Sea la serie 


O RS 0 rr AA 


i a partir de un rango finito /n, 


Tenemos ae << 
Um+2< k Umy1< k?um 
Um+3 k Um+2< k3%um etc. 


Lostérminos de la serie propuesta son, pues. menores que los tér- 
minos respectivos de la serie jeométrica 


l Um +FK?*0m +k3um=+.... 


cuyo cuociente k es < 1 1 que por eso es converjente. 
OBSERVACION. —Para decidir, si la razonentre un término i el que 
le antecede queda constantemente menor que un número k<l, se 


c : v 1 
puede determinar el lim -*+ 


paran=>w0 i ver,sies<l 0>1. Sies<Il, 
a 
la serie es converjente (teor 4.9), pero si es >1, la serie es diverjente 


(teor 1.9). De aquí se deduce la siguiente 
REGLA DE CONViRJENCI1.— Para ver si una serie es converjente, 
se (divide el término del rango n+1 porel término del rango n (o bien 
él del rango n por él del rango n—1) i se determina el límite q de 
esta razon para n=. La serie es converjeate, si limq <l 1 diver- 
jente, silimq>1. ll caso de /¡¡my= Í merece un tratamiento especial. 
ALJ. 2 
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/ 


FIEMPLO.—Sea la serie 


XxX x? x 3 yn 
lt + >. . . + —L, .. 
E DA n! 
E Una Xx" (n—]I)  x 
ormemos SÁ A A KÁ RR, 
Un n] A 


Siendo ahora lim¿=0 para cualquier valor finito de x, la serie 
es converjente para cualquier valor finito de x. Para el caso de que 
x sea <o véase el teorema que sigue. 

5.7 Una serie cuyos términos son «lternativamente positivos 1 
negativos, es converjente, cuando sus términos, a partir de un rango 
finito, van decreciendo sin cesar i tienden a cero. Tal serie se llama 
serie alternativa. 

DEMOSTRACION.—Sea, a partir del rango m, la serie alternativa 


Sn =Um-—Um+1FUmy2F. .... 


Podemos escribir S, de dos maneras distintas agrupando sus 
términos de dos maneras, a saber 


Sn = (Un—Um+-1) +7 (Um -2—Um.-3)+. .-. 
O Sn =Um —(Um4-1—Unm +2) —(Um+3—Um+4)—. ... 


Los términos incluidos entre paréntesis son evidentemente posi- 
tivos, así que resulta, en atencion a las dos agrupaciones, 


O<8n < Um 


luego Sn está entre dos valores finitos i tie:.de, por eso, a un límite 
fijo, o sea que la serie es con verjente. 
EsemPLOos.—1.? La serie 


AA 1 ot! 
ca 50 


que se trasiorma en la serie armónica, si se reemplazan sus térmi- 


: El 
nos por sus valores absolutos, es converjente, pues lim + O. 


LA COMPARACION DE LOS COEFICIENTES DE DOS SERIES. 


2.0 la serie 


y 1 E BL Hr... mE .usso 
E O 
es tambien converjente, pues lím ¿==0. 
u 


Der. Una serie que debe su converjencia solo a los signos de sus 
términos, es decir, que se trasforma en serie diverjente, cuando se 
reemplazan sus términos por sus valores absolutos, se llama semi- 
converjente. 

Las dos series consideradas en los ejemplos son semi-con ver 
jentes. 


PREGUNTA: ¿Cómo se demuestra la diverjencia de la serie 


ha 
YT” 


formando grupos de a 1, 3, 5 ete. términos? 


14 5=+ 


6.2 Una serie cuyos términos no son todos del mismo signo, es 
converjente, cuando cada una de las dos series formadas por los 
términos positivos i negativos es converjente. 

Dem. Análoga a la del teor. 2.0 

7.2 Una serie que contiene términos reales e imajinarios, es con- 
verjente, cuando las dos series formadas por los términos reales i 
por los términos imajinarios son converjentes separadamente. 

Dem. Análoga. 


DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES. 


16. La comparacion de los coeficientes de dos series. 
—Si dos series ordenadas segun potencias de una letra x son con- 
verjentes para todos los valores de x comprendidos en cierto inter- 
valo que contiene x=0, i tienen para cada uno de estos valores la 
misma suma, los coeficientes de las mismas potencias de x son igua- 
les entre sí, o sea que las series son idénticas. 

DEMOSTRACION.—Seun las series 


a Fax a o PX cos, 
: AD ds. 


risa 
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tenemos 


PX =D, FX(b, Th bx ds 
luego resulta para x=0 que 
ab... 


Por consiguiente nos queda 


X(Aj*RaYX dei ==> 


i como estas espresiones son JSunlES aun para valores de x diferentes 
de o, resulta que 


a Pa ia FD, HD XI Bucs 
Concluimos, por eso, como nas arriba, que 


Continuando el mismo procedimiento, resulta la demostracion 
del teorema. 

17. Aplicacion del método de la comparacion de los 
coeficientes.—El teorema esplicado en el párrafo anterior puede 
servir para desarrollar una funcion de x s:gun potencias crecientes 
de x. Para este fin, se iguala la funcion propuesta a una serie con 
coeficietes indsrra aaa i se piensa en establecer una serie nueva, 
aprovechando las particularidades de la funcion de que se trata, en 
fin se determinan los coeficientes indeterminados por comparacion 
de los coeficientes de las mismas potencias de x. 

A veces conviene formar dos series nuevas cuyos coeficientes se 
comparan entre sí. 

DeEFINICcIiON.--—1l método espuesto se llama tambien método de 
los coeficientes indeterminados. 

Apliquemos el método a dos ejemplos interesantes: 

1.” Sea desarrollar la funcion log(1+x) en una serie de potencias 
crecientes de x. Siendo /og 1=0, la serie pedida no puede contener un 
término indep: ndiente de x. Sestemos, por eso, 


ex log (1+x)=8,X Fax <a oax es 


1formemos 


(2) log (1+x)'=2log (1 +x)=2a,x+ la + a La oo 
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Para obtener otra serie para Ig x), a en la 
serie (1) xpor (2x+x” e pues (1+x)"es =1+ (2x+x”) Resulta 


log(1+x?)=a1(2x+x?)+a2(2x+x2)+as(2x+x2)+a,2x+x2) +. 
—2a1x+(a1+4a9)x7+(4a2+8a3)x"+(a2+1213+16a24)xt+-- 


Comparando los coeficientes de este desarrollo con los del (2) 
obtenemos sucesivamente 


ai—a1 
d1 
a+ 4as=2%a2 o sea == 
2 : = . 1 
4asFSaz=2a3, O sea 6az=—4a2= 2a1, O bien A3=y 41 
a7+12a9+168a42a4, o sea 140021213 01 O bien a4=- jar, 
sal 


eto. 


Encontramos, en fin, el desarrollo 


> Jr ] de 1 28 1 4 
(3) log(1+x)=01( 332 FÍx TAE o ) 


En esta serie, el valor de a, queda indeterminado i depende evi- 
dentemente de la base b del sistema de logaritmos. En el caso mas 
sencillo será a=1. Los logaritmos correspondientes a esta suposi- 
cion se llaman naturales. Para designar un logaritmo natural se 
escribe los nat o, mas corto, 1. 

Sentado esto, la serie (3) nos da 


(0 114) epi 


En virtud del $ 15, teor. 2.2 15-*, las series (3) 1 (4) son conver- 
jentes para —1<x<1. Para x=1 cios de (4) 


de TON 
2 dos 
R=1=3+34+ 
que es precisamente la serie alternativa considerada en el primer 


ejemplo del $ 15, teor. 5.* 
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LIA A A A A a AX mi ds 


XP e A AAA A 


(OBSERVACIONES.——De la comparacion de (3) i (4) desprendemos 
(5) | log(1+x):=a11(1-+x) 


lo que nos dice que «a, es el módulo del sistema de la base b cual- 
quiera con respecto al sistema natural. (Véase $ 8 del capítulo XUI, 
tomo VI de los “Elementos de Matemáticas””.) 

Si hacemos en (5) la base b=10 i 1+x=10, resulta el módulo 


A 
EN 


Por otra parte, designando por e la base del sistema natural de 
logaritmos i haciendo en (5) 1+x=e, el módulo toma la forma 


a, =log e. 


2. Se pide desarrollar el arco x de un círculo del radio 1 en una 
serie de potencias crecientes de fgx. 

Como te(—x)=—tgx, la serie pedida debe contener solamente 
las potencias impares de tgx. Sentemos, por eso, 


x=a,tgx+a,tgix +a,tgx4 a, taix+ 
i ar amente para otro arco y 
y=autgy-a stay + a ¡bay A arte” y alo srneos 
i lormemos 
" x—y=a.(tex—tey)+as(tgix —tg y) +a(tgrx—tely) q 


Si dividimos los dos miembros de esta ecuacion por tx —ta2y, 
observando que la diferencia entre dos potencias del mismo espo- 
nente es divisible por la diferencia de las bases i que tgx—tgy= 
te(x—y)J(1+t2gx.tey), podemos escribir 


A es EN 
Diao tiren RE 


+as(tgix+ teixtgy+tglxtg?y+tgxtgiy +tgty)4:" 


Ahora bien, si el valor del arco y se aproxima mas i mas al va. 
lor del arco x, la tg de la diferencia x— y se aproxima mas i mas al 
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A E 


nm 


arco x—y (verel$ 10 del tomo V de los “Elementos de Matemáti- 
cas”), de modo que tenemos 


Xx—y 
lim “—=1 para lim (x--y)=0. 
tg(x—y) 
Si hacemos entónces en (1) x=. y, resulta 
(8) PS +8a,tgix-+5a,tgtxTa.tglx + 
1-+tg*x 1 DCI, 5 | e raro.o 


Por otra parte, si ejecutamos, en el primer miembro, la division 
indicada, obtenemos 


(9) raro ima to*x +Htgtx— tat+ e 
PLS 2 


La comparacion de los coeficientes en (8) i (9) nos da, en el acto, 
-1 
a, =1 a de a.— 


luego tenemos para x la serie 


1 ES 


(10) x=tgx— pte + th egixe 


3 

Obs. Si hacemos tg x=zi luego x=arc tg z (Elementos de Ma- 

temáticas, tomo V, páj. 41), podemos apuntar (10) en esta otra 
forma: 


arc tg z=z— my - ba O 


La serie es converjente para —1£z<-+1. 


. . Tr : 
En el caso especial de z=1 i luego are tg z=.. tenemos la serie 


AA E tad! 1 
de Leibniz A 1 a”, has 

- Esta serie converje lentamente i no se presta, por eso, para el 
cálculo de 7. Mejor es la fórmula de Machin 


TT 


4 are 0 pe — arc tg E = 4d" 


(Elementos de Matemáticas, Bona V, páj. 42) que se trasforma, 
mediante (10), en 


94 ALGUNAS SERIES CONVERJENTES. 


sl / pl A eL Ss EUA e ou. de 
los 3.230 5939 7239 J 


De esta fórmula se valió Shanks para calcular el valor de 7 con 
707 cifras decimales. 


LA SERIE BINOMIAL. 


18. DeriNiCcIONES: 1.2 Una fraccion cuyo numerador es el pro- 
ducto de los p primeros términos de una progresion aritmética del 
primer término ni de la diferencia — 1 i cuyo denominador es p/, se 
llama coeficiente binomial de la base n i del rango p. Se lo designa 
por (2) lo que se lee n sobre p. 

Segun esto, se tiene 


(5=7 (n—1)(n—29)...... (n—p—1) 
DY. di p 


Ows. 1.2 n no necesita ser un número entero. 

Uns. 2.2 Si n es entero i positivo, resulta (2)=(F- 

Uns. 3.2 Si nes entero i positivo i p>», resulta (P)—0, pero si 
n no es entero i positivo, no puede ser nunca (p)=0, salvo el caso 
de que n sea —0. 

Obs. 4.2 Si p es =0, el signo (7) carece de significado, pero si 
se qaiere admitirlo, sin embargo, se le debe dar el valor 1, pues con- 
forme al $ 11 se tiene, en jeneral, 


Sr 0 


i luego para p.=o0 
A E 
PREGUNTAS: ¿Cuáles son los valores de Mi i ( 3) 2 


2 2 Una serie de potencias crecientes de x multiplicadas cada 
una por el coeficiente binomial de cualquier base n ide un rango 
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igual al esponente de x, se llama serie binomial del grado ni del ar- 
gumento x. 


Designando la suma de los términos de la serie por B (x,n) i 
aprovechando la obs. 4.2, se tiene 


B pa le a) A E 40ó BHO, 


Oñs. Siendo n un número entero i positivo, la serie binomial es 
limitada (ver la obs. 3.2) e igual a la n ésima potencia de 14+x (ver 
la obs. 2,2 ), v. gr.: 

B(x.0)=1=(1+x)” 

B(Gx1)=1+x=(1+x) 

B(x,2)—1+2x+x*=(1+x) ete. 


19. La converjencia de la serie binomial.—Una serie 
binomial de cualquier grado real es converjente, siempre que el valor 
absoluto del argumento sea < 1. 

DuMOsTRACION.—Sea la serie binomial 


A ) LE O o 


Apliquemos la regla de converjencia, establecida en el $15 1 for- 
memos en atencion al $11 cuyas esplicaciones valen evidentemente 
para cualquier valor de n 


de (3% E 1 (E ) x. 
4) (Ja 3 P. E 


aL ; 
Siendo ahora lim =0 para lim p= 00, resulta 


luego la serie es converjente, cuando [|x| <1. (*) 

20. La fórmula del binomio para cualquier valor 
real del esponente.—Sia la potencia (1+x)" seaplica la fórmula 
del $ 10, reemplazando en ella los coeficientes CP. por (5) cuya lei de 
formacion es la misma ($ 18), resulta la serie binomial del grado n 


(*) Omitimos aquí la demostracion de la converjencia de la serie para x=+1, si 
—1<n<+0 i para x=—1, si n>o. 
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- > e ” 
UN O A TE AS ES 


i como esta serie es converjente para |x|<1, podemos sentar para 
cualquier valor real n i para |x|<1 : | 


(Lex) = 14 (2) (2) (U) RO so 


OBSERVACION. -Para desarrollar la potencia de una suma cual. 
quiera, tal como (a+b)", se saca factor comun al mayor de los 
sumandos, Y. gr. a, i se forma sucesivamente 


A o DD POS 
(a+b)=a” (1+J=a o E ea: (5 ao e] 


8.1 +(2) ab 4 (3) a? bé... (2) 099 DU acos, 


LA , ¿ CE 
APLICACIONES: Para m=zi2m=>3 se obtiene las series siguien- 
tes: | e 
YT 1. 1.4.1.5 LT 
Lexm=ls 73% +10 * 019845256 MI 
== 1 1.2.5. "101-2300 
lexsl3X79% +81 5102435 1295 ON 
Estas fórmulas pueden servir para estraer raices cuadradas i cú- 
bicas. Se obtiene, v. gr., la /2 sentando 


100 
_ /10—2 00—2 8 / 10,08 


— 
Vd 3 
i haciendo x=0,02 en yi=x. 
3 
«La Y7 puede determinarse sentando 
3 


3 3 5 
vi=v81=2_ /,_122/41-0,125 
S 


i haciendo x = 0,125 en y 1=x . 
LA SERIE ESPONENCIAL. 


21. El desarrollo de e* en crios CAICOS E tór. 


mula del binomio ($19) a la potencia (1-- y, a saber 


> Es DA 


E A 


LA SERIE FSPONENCIAL. 37 


A SS A AA AA AA AAA —Ák A A 


Desarrollando, en seguida, en el segundo miembro cada uno de 
los coeficientes binomiales i dividiendo cada uno de los factores de 
sus numeradores por n, podemos escribir 


So X y 1 bd 
(143) e a) a UA) e JACA 


E 2 p-1, xP 
a) de E de poE e 
Si, en fin, hacemos crecer mas i mas el valor de », nos resulta 
la serie 
xn AA XB 
lim A uds Hb... 
pa n IPs ! p! 


Esta serie es converjente para cualquier valor finito de x, porque 
” es<1. (Véase tambien el ejemplo de $ 15, teor. 4.9) 
Para x=1 se usa designar el lim (14 7y por la letra e, así que 
n—=%w0 GE 


| 1 
(1) OE io ci 


Los 17 primeros términos deesta serie proporcionan un valor de 
e exacto en 12 cifras decimales, a saber 
e=2, 11828 18284 59... 


Ahora bien, como la fraccion > pasa a ser infinitamente grande 
simultáneamente con »n, podemos escribir 


E a 
es n:X n=. a 


o, elevando a la potencia x, 


3 


(2) ex=l+=—— pan A E —bo sones 
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22. El desarrollo de ax — Para encontrar el desarrollo de la 
funcion ax en serie, sentamos 


ar =eY 
l aplicamos logaritmos tomados en cualquier sistema 
x loga=y log e 


De aquí que 


logia 
= po 
loge 
Luego resulta de la ecuacion (2) del $ 21 que 
Ex  loga x /lowax?*x* logia P xP 
(3) ax=ey=e 1H == E e as A tó 


+ 
loge 1! loge/ 2! loge/ p! 


Pues bien, esta serie toma su forma mas sencilla—para un valor 
cualquiera de a—si el-jimos e como base del sistema delogaritmos de 
que se trata. Este sistema de logaritmos, de la base e, se llama sís- 
tema natural o neperiano (Lord Neper o Napier 1614).Siaprovecha- 
mos la letra 1 ($ 16) como signo del logaritmo natural, obtenemos, 
en vez de (3), 


xla, (x1a)* 


(4) a —=exrta=] A En 


DerinicioN.—La funcion az de x se llama funcion esponenciali la 
serie (4) la serie esponencial; esta se trastorma en la serie (2) para 
a=.e. 

OBSERVACION.—La base e del sistema natural de logaritmos es un 
nú nero inconimensurabl.. 


qe . . . T . 
DEMOSTRACION, —Sie fuera igual a la fraccion racional fraccion 


que podemos considerar irreductible, resultaría en virtud de (1) 


11 EL 1 


in Ho “open? 


Multiplicando esta ecuacion por p! i pasando los p+1 prime- 
ros términos del segundo miembro al primero, tendríamos 


EL DESARROLLO DE ax, 29 


r TT 1 1 ] 
5 LS AI a 2 |==—"— E 
A ton? 


A A 


Il primer miembro de esta ecuacion es un número entero, pero 
el seenndo miembro es una fraccion propia, pues sus términos son 
menores que los términos de la serie jeométrica q. 


a a! o Y 

p+1 (p+1)" (p+1)* 
cuya suma es igual a A Por lo tanto, la ecuacion (5) no puede 
tener lugar, o sea que e es un número incomensurable. 


LA SERIE LOGARÍTMICA. 


23. Yaenel$17 hemos conocido series para log(1-+-x) i, espe- 
«jalmente, para I(/-+x). Nos toca todavía poner de manifiesto que 
el 1(1+-x) se refiere a la misma base e considerada en los párrafos 
21122. 

Sea q un número cualquiera in un número que crece mas i mas 
i tiene a infiuito. En virtud del'$ 20 tenemos 


(1) e"=( +08 
n 
Sea todavía para un número x 
(2) 0 
luego, con respecto a cualquier sistema de logaribmos de la base Db, 
(3) log(1+x)=u log e. 


La comparacion de (1) i (2) nos da 


luego p 


u=nf (14 47 Ñ 
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por lo tanto tenemos, en virtud de (3), 


A 
log(1+x)=n log ola x)n—1 ' 


1 
Si, en el segundo miembro de esta ecuacion, desarrollamos (1+x) n 
en virtud del $ 20 i multiplicamos cada término por 7, resulta 


(4) IS qq ES ez Ye 00 


Hai que tomar en cuenta todavía que todas las fórmulas esta- 
blecidas hasta aquí, en este párrafo, valen para un número 1» que 
tiende a infinito. Si introducimos, pues, esta condicion en (4), nos 
resulta la fórmula siguiente 


(5) log(1+x)=l0g e | x— A A E j 


fórmula en la cual los logaritmos se refieren a un sistema de cualquier 
base h. Para el sistema natural de la base e obtenemos 


(6) 1 (14+x)=x —x ES SS 


DEFINICION.—Las series (5) 1 (6) se llaman series logarítmicas. 

OBSERVACIONES: 1.* Como las series logarítmicas han sido de- 
ducidas de la serie binomial, deben ser converjentes para |x| <1 
($ 20), pero ellas son tambien converjentes para x = + 1, pues la 
converjencia de la serie alternativa 


ha sido demostrada (ver los párratos 15117). 


2.2 La serie (6) es idéntica con la (4) del 317,lo que comprasba 
que los logaritmos 1 de ese párrato se refieren a la base e. 


3.2 La comparacion de la serie (5) con la (3) del $ 17 conduce a 
a¡ = log e 


conforme a la observacion del $ 17 


4.2 El desarrollo de log x en una serie de potencias de x es impo- 
sible, porque el log 0 es igual a + %, 
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24. Si reemplazamos en (6) x por — x, obtenemos 


ml A O 
(7) Ll) — O — q 


PREGUNTA.—¿Qué resulta, si en la serie (7) se hace x =1? 


A fin de establecer una serie que sirve para calcular los logarit.- 
mos naturales, restamos en primer lugar la ecuacion (7) de la (6), 
a saber ' 


6 


1+x hor A ' 
(8) 1 =2l x+=x +=x o) 
1—x 3 >) 


Esta serie es converjente para [x|<1 en atencion a las observa- 
ciones que hemos hecho sobre las converjencias delas series (6) i (7). 


1 Tes 2-1 
En seguida, sustituimos en (8) x= —-—, 0osea—-=-——i¡ obtene- 
2z4l l=x z 
mos una serie converjente para 
1 
——<1 
27+1 
O sea para 
Z>0, 


es decir, para cualquier valor positivo de z. 
La serie resultante puede escribirse en la siguiente lorma 


E Ñ 1 
(9) I(z+1)=Iz22 a) 
So bL. o(22+1)2 5(27+1)* 


Esta serie que converje rápidamente, se presta sobremanera 
para calcular los logaritmos naturales de los números. V. gr., para 
calcular 1 2 se introduce en (9) z=1 i resulta 


A: 1 
Luz —+ A o 
3.3.9 5,37 


Nueve términos de la serie incluida entre paréntesis dan para 12 
un valor exacto en 3 cifras decimales, a saber 


12=0,6931 47180... 
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Análogamente resulta para z=2 
13= 12+21 4H Ptanns 


=] 0986 12288...... ete. 


La serie (9) puede servir tambien para calcular el módulo del sis- 
tema vulgar con respecto al sistema natural, pues bien, la serie (9) 
da para z=9 


1 1 d: 
11074185 21 q 3.193 da 5.195 TN ) 


=2, 3025 85092...... 


£ 


De aquí que el módulo pedido ($ 17, obs.) es 


1 
a ES 412 .101dsS Eros 
241 110 0, 4342 9448 1 


Una vez calculado el logaritmo natural de un número cualquiera 
N, resulta el logaritmo vulgar del mismo número por medio de la 
relacion 


log N=a1 1N, 
e 


o sea multiplicando el 7 N por el módulo a, . 
LAS SERIES PARA SEN X 1 COS X. 


25. Las potencias de cos x+/ 1 sen x para esponentes 
enteros i positivos.—Se eleva el número complejo cos a4- 1 sen a 
a una potencia de esponente », multiplicando el ángu'o (o arc») a 
por n, o sea 


(1) (cos a+ 1 sen a)? =C08s n a+ 1 sen na. 


lEMOSTACION. —Formemos primero el producto 


(cos a+ i sen a) (cosB+ i senfB)= cos (a+ 8B)+ i sen (a4- 8) 


il hagamos B=a, resulta 
(cos a+ 1 sen a)? = cos 2a+ 1 sen La. 


Multiplicando ahora ambos miembros del resultado otra vez por 
cosB+ isenf i haciendo PB=a, resulta 


(cos a+ 1 sen a)? =c0s 3a+- 1 sen Ja etc. 
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Por induccion completa llegamos sin dificultad a la demostra- 
cion de la fórmula propuesta. (Ver el $ 36). 

OBSEKVACION.—La fórmula demostrada que vale AARÓN para 
esponentes no enteros (véase el capítulo V),se llama fórmula de 
Moivre (1667-1754). 

26. Desarrollo de cos nai sen na. —Si desarrollamos la po- 
tencia (cosa i sena)" jara un esponente entero i separamos los 
términos reales de los imajinarios, vbtenemos 


A 


(cosa +isena)"=c0s "e — (3)cos" “a. sen "a+ (cosa sen asF...... 


+ i(() cos “a, sena — (3) cos “a. senta...) 


En este desarrollo, los signos de los últimos términos de la parte 
real i de la parte imajinaria dependen del resto que n deja en la divi- 
gijon por 4. 

Si comparamos ahora el desarrollo con la fórmula (1) del pá- 
rrafo auvterior, aceptando que dos números complejos iguales deben 
tener $us partes reales e imajinarias s-paradamente iguales (ver 
el $ 35), resultan las dos fórmulas siguientes: 
cos na=c0s "a — (3) cos” *a sen“ + cos "a. sen “as... 
sen na=()cos "a sen a—(3) cos "“u senta+ (5) cos” a sen %as...... 

EJEMPLOS: 1. Determinar las funcionos cos i sen del ángulo (o 
arco) doble 2a en funcion de cos isen del ángulo (o arco) simple a. 


Como (¿)=0 (obs. 32 del $ 18) i G)=11i()=2, resultan de (2) i (3) 
las fórmulas conocidas: 


cos 2a =c08 %.—senta 
sen 24 — 2 cosa sena 
2.” Idem para el ángulo triple 3a. Resulta 
cos 3a=cos 'a— 3 cosa sen “a 
sen 3a= 3 cos a sena — sen %a. 
2/7. Series para cos x i sen x.-—Si, en los desarrollos (2) 1 


¿ e . . XxX 
(3) hacemos na = x i, por consiguiente, a a obtenemos 
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Xx EDS 2 
4 COS X 08 == DO O 
(4) 1 ( 2 ) n n 
9) sen Xx = COS — sen =—(. COS — Sn. —3q 0... 
(5) (1? ; 1 n (3) n Ñ 


En estas fórmulas consideramos x como arco de un círeulo me- 
dido por el radio como unidad, o bien como arco de un círculo cuyo 
radio es jgual a la unidad. | 

Los desarrollos (+) 1 (5) valen para cualquier valor positivoiente 
ro de n; preguntemos queeslo que resulta, si hacemos tender» a infini- 


. . . XxX y) . 
to. Desde luego cuando n tiende a infinito, e tenderá a cero i, de 


e o 9 o e XxX 0 o : 
consiguiente, cos tiende a 1 1 sen E tiende a confundirse con el 


arco — (Elementos de Matemáticas, tomo V, $ 10) i, por eso, será 
en jeneral para n= 00 
: n RA Mi 
lim a sen 7= lim Si =P 
y 2 =Í 
dim E 
p! 
xP 


Luego deducimos de (4) i (5) las dos series converjentes para 
todos los valores de x 


Xx) 
(6) cos x=1-——>, + ar 6 


31 
7 | A Xx RA 
(0) A E TAO 


¿Por qué las series son converjentes para todos los valores de x? 

OBSERVACION. — Las fórmulas (6) i (7) ponen de manifiesto. 
que cos x es una funcion par de xisen x una funcion impar de x 1 
hacen ver que cos (—x)=c0s xi sen (-x1= — sen Xx. 

28, Comparacion de las series (6) i (7) con la serie 
esponencial.—Si en la serie (2) del $ 21 reemplazamos x por ix i 
separamos en el segundo miembro las partes real e imajiuaria, 
resulta 
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x?* x! xÚ 
i—1]-— a pit 
e 1 2] + 4! 61 A 
e x3 x5 xi 
+1 TT 
y PEN TI 


La comparacion de esta fórmula con las (6) i (7) del $ 27 con. 
duce a la nueva fórmula impo! tante 


(8) elX=c0s x+ ¡sen Xx. ; 
Análogamente resulta 
(9) er iX=c08 x— 1 sen x. 


En atenc'cn a la fórmula (4) del $ 22 deducimos todavía, con 
respe.to a un sistema natural de logaritmos, 


(10) a+ix—e+ixi2=c08 (x la)=+ i sen (x la). 


Esta fórmula (10) jeneraliza la idea de la potencia para espo- 
nentes imajinarios 1, por lo tanto, tambien para esponentes comple. 
jos, desde que 


ay+HX — ay, aX —ay (cos (x la)= i sén (x /a) ,. 


OBSERVACION. De (8) i (9) desprendemos todavía 


1 
COS X= 3 (es +e: ix) 


1 
sen 57 eli—eizx ), 


29. Periodicidad de la funcion esponencial e*.—Si en 
(8) introducimos x=2n* donde n es un número entero cualquiera i 
observamos que cus 217=1 i sen 217=0, obtenemos 


e2nri—cos 217+ i sen 2nr=1 , 
luego gx+2nri_gx _ g2nriex 


o sea que la funcion esponencial e* es una funcion periódica cuyo pe- 
ríod es 2ri. 

30. El logaritmo de un número cualquiera tiene infi- 
nitos valores diterentes.—Sea un número cualquiera a+bi De. 
signamos por r un número positivo i por a un arco de un círculo del 
radio 1 i sentamos | | 0 
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a=TrTrcose 


11] b=r sen a, 

luego a+ bi=r(cosa + isena) =r,e*i+2n11 
¡, por lo tanto, 

(12) ¿(a+b1) =¿r+(a+2nr)1. 


Como n» significa un número entero cualquiera, hemos demos. 
trado que el logaritmo natural de un número cualquiera (a-+bi) 
tiene infinitos valores diferentes. Ln atencion a las esplicaciones del 
$ 24, el resultado vale tambien E los logaritmos de cualquier 

obro sistema. 

OBSERVACION. —Para poder aplicar la ¡6rmula (12) a casos de- 
terminados, es preciso conocer ria en funcion de aib. Este obj to 
se consigue elevando las ecuaciones (11) al cuadrado i sumáncolas 
¡ despues despejando cosa i sena en (11). Los resultados son 


a b 
r=+vVa4b?, co Sa==, Seña=>> 


(Véase el 3 33.) 
Esempros: 1.2 Sea a+ bi=1, luego a=1i b=0. Se tiene r=1, 
«sa=1, sera=0, o seaa=0, 1" 


[1=03+-92nr1. 
2.5 Sea a+ bi=—1, luego a=—-1, b=0,r=1, «a=". Resulta 
l(—1)=0+(2n+1) ri. 


3. 2a+-bi=1 da 950, D= £ Y 


: o 3 Á 4 
4.2 a+ bi=-1da a=0, b=-—1, r=1, == o bien a==3 1] 


l (—1) = y 
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A —Á 


5.2 Para cualquier número real i negativo (—N) resulta: 
L( ZN =¿N + (Al) = en (2 n + 1). i. 


OBsERvVACION.—Como 2n + 1 no puede O para ningun 
valor de n, puesto que n es entero, tenemos el resultado que el loga: 
ritmo natural de un número real i negativo es siempre imajinario. 
Hai que advertlr que en otro sistema de logaritmos dé: cualquier 
base b puede haber logaritmos de números negativos de valores 
reales. Para evitar confusiones, conviene designar el valor real de un 
¿N por [ZN]. En virtud de las esplicaciones del $ 24 i de las de este 
mismo párrafo, podemos escribir, denominando por m otro número 
entero, para un logaritmo be la baseb  * 


E _(EN]+(2n+1)ri > 


b 
EEN [1b]+2mmi 


Amplificando por [/b]|— 2 mi resulta 


b , [/N]LEb]+2 m(2n+1)7?-(2m[/7N]- —(20+1)(/ b]yri: 
E NET TEA RUT NO 


Pues bien, esta espresion toma un valor real para 
2 m [7N] =(21n + 1) [2b] 
o sea cuando se verifica la proporcion 


[ENTE2 np ES 
Anv + 


Con esta proporcion se puede cumplir fácilmente en el caso de 
que que N sea una potencia impar i h una a a de una 
misma base, v. gr. | 


NE a bes ¿q 
i, por consiguiente, 


WET (nn 1) 0 yb] =2mbe.... 
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En este caso será 


2m (2n+1) ((/012+*r/_ 2n-+1 
4m(Ue)?+.. 21m 


“log ( —N)= 


o sea un número real. 
El ejemp'o numérico mas sencillo resulta para 


N=2, b=4, c=2, 2n+-1=1, 2m=2, a saber 


A SE 
log (-2)=3* 


De un modo análogo se puede demostrar que el "og N, siendo N 
e ej. e k N 
un número positivo no tiene mas que un valor real que es ASE: 


[¿ b] 


En ef2cto, se obtiene sucesivamente 


3 _[7 N]+2n"i 


E NIP 2 


_ION]IZbI+4 mn 2 i(n[2b]—m[IN)) 
A A AN 


i haciendo [ZN] =m ki [Z b]=u k resulta *!ong N = 


BE 


e 
b] 


CAPÍTULO 1V. 
Ecuaciones de grados superiores al segundo. 
LOS NÚMEROS COMPLEJOS. 


31. Definicion.-—HLos números complejos han sido definidos 
ya en el tercer tomo, capítulo V, de los *Elementos de Matemáti- 
cas.” Segun esta definicion la suma aljebraica de un número real i 
otro imajinario, tal como 


a +b i 
se llama número complejo. 


AAA A 


(>) Estas esposiciones han sido tomadas de una comunicacion d+1 Dr. H. Thieme 
(Posen) a la “Zeitsehrift fir mathematischen etc. Unterricht,” 1901, pái, 399. 
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La forma del número complejo a-+-b¡ contiene tanto a los nú- 
meros reales, para b=0, como a los vúmeros imajinarios., para a=0, 
i constituye, por lo tanto, la forma mas jeneral de un número. 

Dos números complejos que se distinguen solamente en el signo 
de su parte imajivaria, se llaman números complejos conjugados, 
por ejemplo. « +b1ia—bi. 

32. A jeométrica de los números com- 

plejos. — Se usa representar los números 
| reules, positivos 1 negativos, racionales e 
| irracionales, sobre una recta horizontal 
| ilimitada i, segun Gauss (1777 a 1855), se 
representan los números i¡majinarios sobre 
una recta ilimitada perpendicular a la pri- 
mera en el punto 0, el oríjen. 
El resto del plano determinado por las 
2 rectas (ejes) i no ocupado por ellas sirve, 
segun el mismo matemático 2auss: para 
representar los números complejos. 

Para este fin, si se trata de representar a+ b i, se aplican sobre 
el eje de los números reales OA =a unidades i sobre el eje de los nú- 
meros imajinarios UB=b unidades, iguales a las otras, i se trazan 
por Ai B paralelas a los ejes que se encuentran en el punto M, repre- 
sentante de a+b 1. 

En virtud de esta construcrion, se puede considerar ai bcomo 
coordena las rectangulares del punto M. De aquí se desprende que el 
punto M está fijado de una sola manera, si se conocen a ib, i vice 
ver-a que cualquier punto M del plano determina sus coordenadas 
d+ un solo modo. Los signos de las coordenadas se introducen aquí 
como en Jeometría analítica. 

En el caso especial de que h=0, resulta el punto A, sobre el eje 
de los reales, como representan te de a. Igualment= a=0 da el punto 
B, sobre el eje de los imaj¡narios, como representante de bi. 

33. Módulo i argumento.—Si se une el punto M con el orí- 
jen O, se llama el número abstracto que mide. en la misma unidad 
fil: E anteriormente, la lonjitud OM el módulo del número complejo. 
Ea virtud de esta definicion, el módal» es siempre real i positivo. 

Se llama argumento del mismo número complejo uno de los án- 
gulos, positivos o negativos, que la direccion de UM forma con el eje 
de los números td i positivos. Se puede aumentar O disminuir el 
valor d-1 ánenlo en un múltiplo exacto de 360” o sea de 2”; conside: 
rando, en este último caso, el ángulo reemplazado por el arco corres- 


Fio. 1. 
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"pondiente de un círculo cuyo radio es=1. El sentido positivo de los 
ángulos es el mismo fijado en Trigonometría. 

Si se da un número complejo a+ b +1, su representante M está 
determinado de una sola manera, luego el módulo 0M está fijado 
tambien de una +ola manera, miéntras que el argumento puede 
variar en un múltiplo exacto de 2”. Al reves, dándose el módulo i el 
argumento de un nú nero complejo, se conoce, sin amb'gúedad la po. 
sicion del punto Mi luego las coordenadas «ibi el número somple- 

joa+b1. | 
| Para encontrar las relaciones fundamentales que ligan el módu- 
lo iel argumento de un número complejo a=b i, con las coordena- 
das «ib, designamos el módulo por ri deducimos de la figura que 


(1) 


| a==Tr Cos a 


b) =T sen «. 


¡Hágase ver por diferentes figuras que las ecuaciones (1) no su- 
iren alteracion, cualquiera que sea la posicion de MI 

Las fórmulas (1) nos dan inmediatamente las coordenadas 
«2 1 b'en funcion del módulo i del argumento. 

Para obtener ria en funcion de a 1 bh, elevamos las dos ecuacio- 
nes al cuadrado i sumamos, a saber 


a+ b?=r* 
luego r=>+ Va? b?. 
De aquí cos a=—*— 
yal + Lp? 
1 O RN 
a/a? + p? 


En estas últimas fórmulas, el ángulo a está determinado por su 
cos i su sen, luego se sabe que no hai mas que un solo ángulo menor 
que 360” i mayor que 0* que satisface a las dos ecuaciones. Sea este 
ángulo a”, así que o<a'< 2r, el argumento será 


a=a*+92kx" 


donde k es un numérico entero, positivo o negativo, cualquiera. 
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OBSERVACION. — Do3 números complejos conjugadox3 tienen el 
mismo módulo i sus puntos representantes tienen posicion simétrica 
con respecto al eje de los reales. De consiguiente, la suma de sus ar- 
gumentos es un múltiplo exacto de 2 r, 

31. Forma trigonométrica de un número complejo. 
—Si en el número complejo a+ b ¡se reemplazan a ib por los valo- 
res establecidos en (1), resulta el número complejo en la forma 


A 


r (008 a +1 sen a). 
Esta torma se llama la forma trizgonométrica del número com 
plejo. 
; 1d AN ; 
Sea, v. gr., el número complejo ón iV3. Para dársele su 


forma trigonométrica se determina sucesivamente 


AE 1 OA 
r=Y $ =Lh cos a =—>3, Sen S=1 3. o sea a=120*=-> 
i resulta 
1 1 Ya 
=2+731V3=co8>7 + isen = 
28 , 


como forma trigonométrica. Ubsérvese que, en el resultado, se pue- 


27 
de aumentar el argumento Gen 2kr. 


CAsos ESPECIALES.—Para r=1 1 0a=2 k r, resulta 
cos2k-+isen2k*= 1, 
para r=lia0o=(2k>+1)7 se tiene 
cos (2 k + 1) r + i sen (2k +1) 7 =— Y 


35. Igualdad de dos números complejos.—82 dire que 
dos números complejos son iguales entre sí, cuando sus partes rea. 
les e imajinarias lo son separadamente, por ejemplo, de la igualdad, 


a + bi= a+ Di 


se deduce que 
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Por 


De aquí resulta que dos números complejos iguales son represen. 
tados por un mismo punto i, vice versa. que un mismo punto repre. 
senta números complejos iguales entre sí. Estos númueros complejos 
iguales entre sí tienen todos el mismo nódulo i sus argumentos son 
iguales o «hfieren en un múitiplo exacto de 2 7 

Un número compl jo es ignal a cero, cuando la parte reali la 
parte imajinaria desaparecen separada m: nte. 

a+ bi=o da a=0 i b==0,luego el módulo de r=V ai+bi=0. 

Recíproca mente, si el módulo r de un número complejo es cero, 
resulta que a=0 i b= 0, puesto que «*i b? son positivos i su suma 
no puede ser nula, a no ser que 21 b desaparezcan a la vez. 

lor otra parte, si un número complejo es nulo, su argumento 
puede tener cualquier valor, en efecto, se tiene 


o Tas 
— 4 


b o 
a oO 


tga = 
Empero, el argumento a pnede ser determinado, cuando se cono- 
ce la lei segun la cual « ib tienden a cero. 


En virtud de lo esplicado resulta que un número complejo nulo 
es representado por el oríjen, 1 vice versa. 


LA FÓRMULA DE MOIVRE. 


36. Convencion fundamental.—Se conviene en operar con 
los números complejos como st las dos partes fueran reales 1 tratan- 
do i= V—1, como número real, cuyo cuadrado es =— 1. 

En virtud de esta convencion se puede ejecutar adiciones, sns- 
tracciones, multiplicaciones i divisiones de números complejos sin 
grandes dificultades. 

Para los fines que perseguimos en el presente testo, nos intere- 
san solo las operaciones de multiplicacion, division. elevación a po- 
tenia i estraccion d- raiz, cuando se dan los números complejos en 
su forma trigovométrica. A este respecto demostramos los cuatro 
teoremas siguientes: 

Teorema 1.2—E£El módnlo de un produrto de varios números 
complejos es ignal al producto de los mó: lulos de sus factores ¡el 
argumento del producto es ignal a la suma de los argumentos de 
sus factores. (Teorema de lMoivre.) 

DEMOSTRACION (por induccion completa).—Consideremos prime- 
ro un producto de los dos factores 


r (cos a + isen e) 11” (cos e” + ji sen a.) 
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Ejeeutando el producto. segun la convencion fundamental, 1 
reuniendo los términos reales e imajinarios, obtenemos 


r (cos a +1 sen a). 1/(cos a+ 1 sen a) =rr” j cos(a+ a”)--i sen (a a) ). 


Como el módulo 77? del producto es igual al producto de los mó- 
dulos de los dos factores i el argumento e + a” del producto igual a 
la suma de los argumentos, el teorema está demostrado para dos 
fuctores, 

Consideremos ahora un producto de nfactoreseuyos módulos son 


A A ls a 


Sea r el módulo ia el arerimento del produeto de estos n factores 
i 7” el módulo ia” el argumento del producto de los n—7 primeros 
factores, entónces resulta, en virtud del caso demostrado de dos fae- 
tores, que | 


Ed A NM a 


Sentado esto, si el teorema es cierto para 1n—1 factores, tenemos 


E e ES 
i > QaY Er a ls da Ys 
luego P=M.T2.... noi. Ta 
1 a = a + as + PA pe pis a 


es decir, que el teorema vale tambien para n factores. 

Como ahora el teor. ma ha sido demostrado para dos factores, 
vale para tres, luego para 4, ete., o sea que vale para cualquier 
número finito de factores. 

| Teorema 2.2— El mólulo de un enociente de dos números eom.- 
plejos es igual «len: cionte del módulo del dividendo por el módulo 
del divisor iel areumento «del encciente es igual a la diferencia entre 
los módulos del dividendo i del divisor. 

DEMOSTRACION.—Sea 


y (cos a + 1 sen a) 


O ci n =r"7 (008 0” + i sen a”). 
Y” (cos a” + i sen a”) 
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'Tenemos, en virtud del teorema 1.?, 


r (cos a + isen a)=1" 17/4008 (a + a”) + isen (al + 0”) t 


1, por eso, 
r =— y” par i a > + ón 


| a A PES IS 
luego n= — iaa —a 


la que concluye la demostracion. 
OBSERVACION.—Si el dividendo es igual a la unidad, resulta suce- 


sivamente 
A 1. (cos 02 +1sen 09) 
r(cosa + isena) r(cusa-isen a) 


El (cos (—a) +isen (=> a)) 


1 . 
a (cos a — 1 sen a). 


'TeEOREMA 3.*--—El módulo de la potencia n de un número com- 
plejo es igual a la potencia m del módulo del número i el argumento 
de la potencia es igual al producto del argumento del número por el 


esponente Y. 
DemMosTRACION,—Sea n un número entero i positivo. En virtud 
del teorema de Moivre, aplicándolo a n factores iguales, tenemos 


inmediatamente 
(1) Ír (cos a +i sen a)]” = ro (cos na +isen na) 
«(ver $ 25). 


Siendo n un número entero i negativo, podemos sentar n= —1m 
i formar sucesivamente 


Ír (cos a + isena);"—jr (cosa +1isena)p” 


1 
4 r (cos a +1 sen a) e 


1 
Mo A, 
r” (cos ma-+isena ma) 


| 


| 


=> [cos (—m a) + isen (—m a)) 


=p" (cos n a +1 sen na). 
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TrorEMa 4.?- El módulo de la raiz n de un número complejo es 
¡igual al valor aritmético (*) de la raiz n del módulo del número i el 
argumento es igual a la n parte del argumento del número aumen- 
tado en un máltiplo cualquiera de 2 x, 

DeEMOsTRACION.—Sea el número complejo r(eos a + ¡sen a)'i su 
raiz n otro número complejo del iódulo p i del argumento q. 

Tenemos entonces 


p(cosó—i sen )=p/ 1 (cos e + i sen a) 
o, elevando a la potencia n por medio del teorema 3.*, 
p” (cos ng—+isenn $)=r (cos a + i sen a). 


De esta igualdad de los dos números complejos deducimosahora, 
en virtud del párralo 35: 
1.2 Que sus módulos deben ser iguales, a saber 


1 


p —y 
o sea h 1 =3 6 E 


2.2 Que sus argumentos se distinguen en un múltiplo exacto de 
27, a saber 


nó—a+2kr 
o bien p=2E257, 


donde k es un número entero cualquiera que puede ser tambien igual 
a cero. 
Por lo tanto, nos resulta que 


(2) 1 r (cosa + isena)—= Vr A IO 
e n E 


n 


Los infinitos valores de la raiz n que aparentemente resultan 
aquí, conformes a los infinitos va!ores diferentes de k, se reducen, en 
verdad, a solo n valores, desde que dos cosenos o senos de dos arcos 
que se distinguen en 27 o en un múltiplo de 27, son iguales entre sí. 


PP 


(*) “Elementos de Matemáticas,” tomo TIL, cap. IX. 
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—- 


> 


En efecto, para k=n+p tenemos 
COS te 100 ba a =C08S a Ss 27 )=c0s a pa 


Y) 9) 
eS cn =sen A po Ca +2 r )=sen A _- Er, 


_ de modo que k=n+p produce el mismo resultado que k=p. En je- 
neral, dos valores de k que se distinguen en un múltiplo cualquiera 
de », producirán el mismo resultado. 

Deducimos de aquí que la raiz n de un número complejo, tiene n 
valores distintos que obtenemos, si damos, en la ióriwula (2), ak 
todos los valores enteros de o a n—1. 

Como la demostracion del teorema i las esplicaciones agregadas 
no suponen nada sobre el valor a éste bien puede ser igual a un múl- 
tiplo de r, par o impar, o sea que el número del cual se estrae la raiz 
puede ser jeal, positivo o mgativo ($ 34). Obtenemos por eso-el 
resultado importante que 


todo número real o compl:jo admite n raices del Sa dicas n distintas, 
ni mas ni ménos. 


OBSERVACION.—Nótese que la fórmula (1) se convierte en la (2), 
.. ] e e y] e e 
si se reemplaza n por y 1 Si se agrega A a el múltiplo 2kr. Por consi- 


guiente, la fórmula (2) está contenida en la fó3rmula (1). fármula 
que se llama jeneralmente fórmula de Moivre ($ 25). No es dificil ver 
que la fórmula (1) se conserva tambien, si se reemplaza n por la 


fraccion e 
n 
37. Relaciones de los an valores de una raiz n entresí. 
— Designemos, para abreviar, los valores de la 1/ x (cosa + sel a) 


por Ro, Ri,... Rn-1, correspondientes a los n valores de k fijados 
anteriormente. Eutónces tenemos para k=0 


Ro=Yr. (eos E + sen *) 
1 Dn 


ivamos a esplicar que cualquier otra raiz Ry puede relacionarse con 
R,, valor que, por eso, llamamos valor priucipal de la raiz n. Para 
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este objeto aplicamos los teoremas demostrados en el párrafo ante- 
rior, encontrando sucesivamente 


Ri=/ 77] cos a son (4 +) 


da : 2kr 2kr 
=Y T (eos £ +1 sen 2) (cos 5 ESO 
1 


11 Ka 
e Dir Y 
=R, (cos PA son 7) A 


Si designamos por e el número complejo 


$ 


lr, e 
ECOS — +1 Sea —, 
n n 


número que depende únicamente de n, podemos escribir R; bajo la 
forma remarcable 


Ri=Ro*, 


así que todos los n valores de la raiz n de un número resultan, para 
k=0, 1, 2, ...... n—1, en las formas 


que representan una progresion jeométrica del cuociente e i cuyo 
primer término es el valor principal de la raiz, 
-——Siel número del cual se quiere estraer la raiz es real i positivo, 
Ro es la raiz aritmética de él. 
Sea, v. e, estraer la raiz cúbica de 8. R, es =2, 


») 


«=c08 7, +i sen 00 1201 sen 1200=-1 q 31 V 3 (331), 


3 3 2 

. W - dr z y 

1 ¿=C08 E +1 Sen -3- ==C08 210%+ 1 sen 240"=-—-=— 3] E 
2) € 


luego los tres valores de la Y'S' son 
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A O 5 A a 


OBSERVACION. - € puede ponerse todavía bajo la forma 


¿y A A A O 
e-=l/ cos 27 +1sen 27 
en virtud de la fórmula de WMoivrei, como cos 27 = 1isen 27 =0, 
será 


ES 
e =yvY1- 


n 1 
Claro está que aquí la Y 17 no puede ser = 1, pues entónces los 
n valores citados mas arriba se igunlarían entre sí. Tenemos que 
decir, por eso, que s es una raiz compleja de la unidad, 


ECUACIONES BINOMIALES, 


38. DErINICIONES.—1.* Una ecuacion re llama a/ljebraica, si la 
incógnita entra en ella so'amente por medio de signos de operacio- 
nes aljebraicas. Tales operaciones aljebraicas son: adicion, sustrac- 
cion, multiplicación, division, elevacion a poteucia de esponentes 
enteros i estraccion d- raiz de índice entero. 

Las ecuaciones que no son aljebraicas, se llaman trascendentes. 

2.2 Entre las muchas ecuaciones de formas incompletas que 
puede tener una ecuacion aljebraica de cualquier grado n, ocupan 
un lugar de preferencia las ecuaciones de la forma 


n 
*X=A4. 


Tales ecuaciones las llamaremos binomiales, en cuanto que pue- 


den tomar la forma x”-— a=0, ecuacion cuyo primer miembro es un 
binomio. 


39. Resolucion de una ecuacion binomial. —$8ea la 


ecuacion 
n 


*x=Q0,. 


Estrayendo la raiz n en ambos miembros, resulta 


n — 
Xx M0 
e 5 e. a . a AAA 
i, porlo tanto, si designamos por Ro el valor principal de la Ya 
($37), las n raices de la ecuacion propuesta son ; 


Xi = Ro. xs = Roc ¡0 Ro Ca Roe 
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xq* . METE . ». ,.», 0 a — , 
Siaes real i positivo, Ro es la raiz aritmética Y a. Sia es real 
i negativo i n un número impar, R, es el valor negativo de la raiz 


n 
aritmética Y—a. Sia es reali negativoin un número par, Ro es el 


n n 
producto de Y/—1 por la raiz aritmética Y—a. 


EJemMPLOS.—1.2 Sea la ecuacion 


En este caso tenemos Ro= Y 8=2i,en virtud del $ 37, 
A 3 O VS 


6 
2.2 Sea ar 


a do 
Tenemos R,—= 1 ,e—cos- + i sen Ya luego 


x=1,)=3+3143,x% =3+31V3, 
y ==1,=>=3-91V3 5x3 =3-=31V3 
3. Sea x= —8. 
Resulta A oi poreso, 
MS 1/3 x= 1 H1Y3. 
4.” Sea xit=-—16. 


ENEE qn PEAD e TT E E 
Tenemos B.— Y=1 Y 16 =2 Yi 1le= cos y + isen5= 1, 


o a A É ANA 


ny 


a AO 


4.0. Raices reales i complejas de una ecuacion bi. 
nomial.—Los ejemplos que acabamos de tratar, nos enseñan: 1. 
que una 'ecuacion binomial de un grado impar tiene siempre una 
raiz real, mientras que las otras raices, considerándolas en grupos 
de a dos, son complejas conjugadas; 2.2 que una ecuacion de un 


Aly. 4 


50 ECUACIONES DE GRADOS SUPERIORES AL SEGUNDO. 


grado par tiene o dos raices reales o ninguna; que las demas raices 
son tambien complejas conjugadasi que se pueden formar grupos 
de a dos raices que se distinguen únicamente en el signo. 

Para demostrar, de una manera jeneral, estas proposiciones, ob- 
servamos que, en atencion al$39,las particularidades de que se tra- 
ta dependen esencialmente deei de sus potencias, así que podemos li- 
mitarnosala consideracion de ecuaciones de laforma x"= + 1. Sea 
1.2 n impar, entonces R, es = = 1, así que hai una rajz real x,. En 
cuanto alas otras raices cuyo número es pari que son iguales a e, 
é2,... 71 multiplicadas por + 10 — 1, las podemos agrupar compa. 
rando e"? con e”, pues siendo 


2 (n—p)” nr 2n 7 
COS AM PIT COS rl OS Sd 
n n n 


( 
(1) | 
at 6 a 
1 | sen — RIA sen (2 sen UN 
( n n n 


resulta que e”? ¡ eP son complejas conjugadas. 
Ninguna de l«s potencias de e puede ser real. Si fuera, v. gr., eE 


e 2k 7 E 
real, tendria que ser sen DS o bien, como k noes =0, 2k=n, o 


n : > 
sea k = 5» Pero esto es posible solo cuando n sea número par. 


2.2 Sea n par, igual a 2 m, 1 
A) x = + 1, entónces Ro es real e igual a + 1,1 ademas resul- 


=m, *=cosr+ isenr=-— 1, así que hai dos 


MiB 


ta para k = 


raices 184. 68, X11Xm+1, de la ecuacion propuesta, raices que se dis- 
tinguen únicamente en el signo. Las demas raices pueden agruparse 
de a dosi son complej=s conjugadas, porque las ecuaciones (1) sub- 
sisten tambien en este caso. Todavía pueden agruparse las raices 
complejas de otra manera, observando la siguiente identidad 


9) ; a 
e +P COS 2 (m A + ¡se de CHA se 7 
As Ed 
2) 
2 os (+ == P 2) +ison (+ 222) 
k ) ó 
2 60s E MO E 
n 
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Resulta, pues, que las dos raices que corresponden a k=p i 
k=m 4 p se disti: guen únicamente por el signo. 


— 


- : bes A A 
B) x"=-— 1 da para R.,, el valor imajinario 1d A YA 

, ze A , ad E 
j para R,. e" el valor imajinario o TS Podo lo demas queda co- 


mo en el caso A). 


LA 


RAICES ENTERAS I FRACCIONARIAS DE ECUACIONES NUMÉRICAS. 


41. Definiciones.—Ión toda ecuacion aljebraica que contenga 
la incógnita bajo signos de radicales, se pueden hacer desaparecer 
estos signos por medio de elevaciones a potencias convenientes de 
los dos miembros convenientemente separados, dándole, de este 
modo, a la ecuacion la forma racional. En seguida se le puede dar 
la forma entera, haciendo desaparecer los denominadores i, en fin, 
se pueden pasar todos los términos al p:¡mer miembro i ordenarlos 
seguu potencias decreci-ntes de la incógnita (x). Resulta, por lo 
tanto, que toda ecuacion aljebraica puede reducirse a la forma 
normal ¡ 


aX Pan. AA LX An => 0 


en la cualao, ar,...... an son números ind+pendientes de x que se 
llaman coeficientes de la ecuacion; n se llama el grado de la ecua- 
cion. , 

Se dice que un número, real o complejo, es reriz de una ecuacion, 
cuando, colocado en la ecuacion en lugar de x, la reduce a una iden- 
tidad. 

La ecuacion se llama numérica, cuando se conocen los valores 
numéricos de los coeficientes, en caso contrario, la ecuacion se llama 
literal. 

En jeneral, no es posible resolver una ecuacion aljebraica literal 
de un grado superior al cuarto; por otra parte, se pueden determi.- 
nar, en una ecuacion numérica de coeficient-s racionales, las raices 
racionales, enteras i fraccionarias, exactamente i las irracionales por 
aproximacion. 

Nos limitamos, en el presente testo, a la esplicacion de un méto- 
do que sirve para determinar las raices enteras i fraccionarias de 
una ecuacion numérica, con el objeto de aprovecharlo en la resolu-. 
cion de las ecuaciones del tercer i cuarto grado. 
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42. Raices enteras de una ecuacion numérica.—Sea 
la ecuacion numérica del grado n 


(1) (1) =a.x"+ ax... + an-2X?+ arrtx + ap=0 (5) 


en la cual los coeficientes son números enteros i el sieno f(x) reem- 
plaza el primer miembro de la ecuacion para abreviar. Siendo, aho- 
ra, a una raiz entera de la ecuacion (1), el término independiente de x 
debe se: divisible exactamente por a. En efecto, reemplazando en (1) 
x por ai dividiendo despues toda la ecuacion por a, podemos escribir 


A A E A io 


Si, ahora, a, no fuera divisible exactamente por a, tendríamos 
en el primer miembro un número entero i en elsegundo una fraccion, 
lo que no es posible, luego «a, debe ser divisible exactamente por a. 

Podemos sentar, por eso, 


dy = 491 > 


. . a 
designando por q,, , el cuociente entero 2, 
OL 


Si introducimos este valor en la ecuacion f (a) =0 i dividimos 
por a, obtenemos 


es no Dl, 
E 


La aplicacion del mismo principio aprovechado mas arriba, nos 
conduce, ahora, a la conclusion de que an: + Qn-: debe ser divisible 
por a, así que podemos sentar 


an-1 + Qn-1=4 Qn-> 


donde q»- es un número entero. 
Si continuamos del mismo modo en la division por ai la intro- 
duccion de una nueva letra q, encontramos al fin 


aea+ a+ quo =0 

O, para 81 +01 =4ad0, 
ado + Q0a= 0 
o bien ado = 0% 


Por consiguiente, los coeficientes de la ecuacion (1) i la raiz 
entera a deben satisfacer a las n + 1 siguientes condiciones 


kk 


(*) El signo = se lee “idénticamente igual.” 
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A cil rin ds a e 


A A e rt 


an 4 Qn--1 
An-1 + Qn-1 =4 n-2 
An-2 + Qn-2 = 4 Qn—3 
O O OIE A He 
a1 + o = 4 Qo 
a 09 Ue 
Sn.1 + mE 
o, en otros términos, los cuocientes de == Oui a a Qn-2, 
a 
An-2 + n—2 


> =Qn-3, €tc., deben ser números enteros ila suma del 


último coeficiente 2, mas el cuociente anterior q, debe ser =0. 

De aquí deducimos que un divisor a de a, es una raiz de la ecua- 
cion (1) solo en el caso de que todos los cuocientes sean números 
enteros i que el último cuociente q. sea =—40. Si a deja de cumplir 
con una de estas condiciones, no es raiz de la ecuacion. 

Las ecuaciones (2) sirven todavia para demostrar el siguiente 

TeorEMA.—Los cuocientes Qo, Q1, . - . . Gn-—1, SON los coeficientes 


t(x) 


de la funcion —— z del grado n—1. 


Dexosrmacios —Multipliquemos las ecuaciones (2) sucesiva- 
mente por 7, x, x?,...x"” isumémoslas; resulta la identidad 


A0xX"+Aay xu—1 o 2 E An-—1 X a An = — Qo (x2 —a xo) — 
E 


—(Q n-2 Gx? 0 Xx) Ad [na (x a.) 


o bien 

A AL — LEA an — Qn-2 X — Qn-1). 

De aquí que — Qo., — Qt) +...... , =Qn-1, SON los coeficientes de 
Te los coeficientes de 22. 
Sa LO Tay Qi . Q:-—n SON los coeficientes a 


A BS se ha encontrado una raiz O a cdo la ecua- 
cion (1), se encuentra, en virtud del teorema demostrado, al mismo 
tiempo la ecuacion del grado n—1 


A A E a — OS 


ecuacion que admite un tratamiento análogo al aplicado a la ecua- 
cion (1). 


A 
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Antes de aplicar el método esplicado a algunos ejemplos, con- 
viene hacer ob-*erv.:ciones sobre raices eventuales + 1 de la ecuacion 
f(x) =0 Como+1 i —1 son siempre divisores de a,, conviene em- 
pezar por averiguar, si son raices de la ecuacion. En caso que sí, se 
puede determinar todas las raices + 1 i reducir la ecuacion a otra 
y (x) = 0 de un grado inferior que ya no contiene ninguna raiz + 1. 
Sea ahora a una raiz entera de y (x) = 0, entónces podemos deseri.- 
bir, en virtud del teorema demostrado, 


Y Ax) = (ax) $ (x) 


donde y, (x) significa una funcion entera de x. | 
Sentado esto, si reemplazamos, en la última ecuacion, x sucesi. 
vamente por + 1i— 1, obtenemos las dos relaciones 


P(+1)=(0-1)Y4 (+1) 


EA 
(3) 4 
Ly (-1)=(—1) Y (1). 

Como, ahora. y1 (+1) 1 y: (—1) son números enteros, despren- 
demos de (3) que a puede ser raiz de y (x) = o, solamente en el caso 
de que a — f sea un divisor de y (+1) 1, a la vez, a + 1 un divisor de 
O 

De este modo, hemos obtenido un criterio que nos ahorra, en 
muchos casos el trabajo de. ensayar todos los divisores de an. Si, 
por ej-mplo, y (+ 1) 1, por lo tanto, y (—1) son números impares, - 
a debe ser número par, pues los númerosa— 1 i a+ 1 como diviso- 
res de números impares Y (+1) i Y (—1) no pueden ser pares. 

OBSERVACION —Si la ecuacion propuesta f(x) =o0 no contiene 
ninguna de las raices += 1, se forma £(+1) 1 £(—1) ise sigue el mis- 
mo procedimiento. 

EJEMPLOS: Sea 


1.2 f(x=x*-2x 66 x*--36 x* 4896 x?— 61 x—1536=0. 
Tenemos i (+1) =1-—2—66--364-896—64-—1536= —735 

ej 1 (-1)=1- 2-66+36+8967614—1536= —0675. 
Como ni +1, ni —1 son raices de la ecuacion, ensayamos el me. 

nor divisor de 1536 distinto de la unidad, o sea 2. Siendo 735 divi- 


sible por 2—1=1 i 615 por 24+ 1=3, el ensayo tiene lugar, 
luego formamos, conforme a las ecuaciones (2), sucesivamente 
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A A AAA 
240 +36 To GO, PE | Y A j 
== 188 =36; L=17. Luego, todos los 


cuocientes son enteros, pero q, + da 17 +1=18ino= 0, luego 
2 no es raiz de la ecuacion. 

Conviene disponer el cálculo, de modo que se ejecuten las opera- 
ciones sencillas mentalmente i se escriba el cuociente obtenido deba- 
jo del término correspondiente. ln caso que se llegue o a un cuo- 
ciente fraccionario o a una suma de Qo+ ao diferente de O, se escribe 
la palabra no, para indicar que el número ensayado no es raiz. En 
nuestro caso escribimos 


A DO 806 x0 6dx —1536=0 
ao O E SS 1940. 2416. 768 


i continuamos con el ensayo de — 2. Como 735 es divisible por 
—2-—1=3i61/5 por—2+1= —1, el ensayo tiene luyar, Es- 
cribimos, pues, : 

x—2x—66x +36 x” + 896x” — 64 x — 1536 =0 
NN no +3891 +768 


De consiguiente, — 2 no es raiz de la ecuacion. 

En virtud de una observacion, hecha mas arriba, la ecuacion 
no puede tener raices impares, por lo tanto, pasamos inmediata- 
mente a ensayar la raiz + 4. Como 735 es divisible por 4—1=31 
675 por 4 +1 = 5, el ensayo tiene lugar. "Tenemos A 


x-929x-66x*+36x” + 896 x* — 64 x— 1536=0 
A a o OS + 196 “SY 12 — $84 


Luego x = 4 es raiz de la ecuarion propuesta i nos toca, en vir- 
tud del teorema demostrado, continuar con la ecuacion de 5* grado 


HE) =x +2 =58x — 196 x7 41112 x + 884 = 0, 


m 
o 
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oda cial, Js ia A a AA rr rte Li it cil, 


$ 
ES 


Kn virtud de ($) i tomando en cuenta que se ha obtenido la 
ecuacion Í, (x) = 0 cambiando de signo a 1os cuocientes —1,—2 etc., 


tenemos ahora Í,; An O 111 (-1) =-— A 


Ahora bien, como 384 es todavía divisible por 4, pensamos en 
un nuevo ensayo de 4, pero el ensayo no tiene lugar, pues 245 no es 
divisible por 4—1=3. Por otra parte necesitamos ensayar x=-—4 , 
porque 245 es divisible por —4—1=-—5 1135 por —44-1= —3. Ob- 
tenemos 


x*4+ 2xt -58x* — 196 x?+ 112x + 384 =0 
A E IN A E IN AL 


Luego —4 es tambien raiz de la ecuacion propuesta i nos queda 
por tratar la ecuacion de 4% grado 


h(x)=x*-2x-50x* + 4x + 96 =0 
enlacual tenemosf» (+1) =-— A == 4.9 lo (y =-AH E 


Por eso no tiene lugar otro ensayo de x=-—4. 

Pasemos a x=6. Pero 49 no es divisible por 6—1=5, luego el 
ensayo no tiene lugar. Otra cosa sucede con x=-—6, pues 49 es divi.- 
sible por —6—1=-—7 1 45 por —64+1=-—5. Obtenemos 


*—2x3—50x2+4x+96=0 
x=-8 A 


Luego —6 es raiz de la ecuacion propuesta i resulta la conside- 
racion de la ecuacion de 3.* grado 


fa (x) =x?-8x?-2x+16=0 


en la cual tenemos 3 (4+-1)=7 i l3 (—1)=9. 
Il término conocido 16 es divisible por 817 es divisible por 
8-1=7 1 9 por 84+1=5, luego formamos 


x—8x?-—2x+16=0 


x—8 O —]1 0 2 
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ERAS ASA a di A A pm 


AA RA ci A Pit a a ct Pai rn ri NACI ti dy 


De aquí que x=3 es raiz de la ecuacion i queda por tratar la 
ecuacion de 2% grado 


Xx _g=0 
cuyas raices son + yY2. 
Por lo tanto, las raices de la ecuacion propuesta son 


O OA AZ. 
2.2 Sea la ecuacion 
x3—3149x +1,02=0. 


Como los coeficientes no son enteros, multiplicamos la ecuacion 
por 100 i obtenemos 


f(x) =100 x3 — 349 x + 102=0 


11 (+1)=-147,1 (—)=351. Las raices enteras de la ecuacion son, 
por eso, pares i no pueden ser otras que + 2, porque 102—2,51. 

El ensayo de x=2 tiene lugar, pues 147 es divisible por 2—1=1 
1351 por 24-1=3. Para aplicar el método es preciso considerar x? 
que no aparece en f (x) con el coeficiente O, así que tenemos 


f (x)=100 x? +0. x? —349 x +1020 
x=2 no  —149 01 
Por consiguiente, +2 no es raiz de la ecuacion. 
- Pasemos a x=—2 cuyo ensayo tiene lugar, pues resulta 147 di- 
visible por —2-—1=-—3 1 351 por - 2+1=—1. Obtenemos 
100x* + 0.x? — 349x +102=0 
x=—2 O —100 +200  —¿l. 


Luego x=—2 es raiz de la ecuacion i la ecuacion resultante 


100x? — 200x + 51 =0 


no tiene raices enteras, pues, las raices enteras deberían ser pares i 
51 no tiene divisor par. 
Resolviendo la ecuacion de segundo grado, obtenemos las raices 


21 0,9) 
así que las raices de la ecuacion propuesta son 
' —9:1, 7; 0, 3. 


43. Raices fraccionarias de una ecuacion numérica. 
—Demostremos primero el siguiente: 
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a ri e 


TreoremMa.—Cuando el coeficiente de la mayor potencia de x, en 
una ecuacion con coeficientes enteros, es=1, la ecuacion no admite 
ninguna raiz fraccionaria. 


, 3 % 7 a A 
DEMOSTRACION. —$Si la fraccion irreductible > fuera raiz de la 


ecuacion 
Xa +0, E A a +armlx+2n =0 
en la cual los coeficientes 21, Hg, ...... ¿n SON Números enteros, se 
2 pi . . , me 
podría reemplazar x PS escribir 
ga gna—1 aa—2 
BO Aer (a, pai +49 paz Perseo T An--1 5 Pr an) 


ga 


B 


lo que es imposible, desde que un número fraccionario no puede ser 
igual a un número entero. 
Sentado esto, suponemos en la ecuacion (1) 


Í (x)=a0 X 4 a1 XP FA IFA =0 


2, diferente de 1. 


, A h 0 y s 
Siendo ahora la fraccion irreductible — una raiz de la ecuacion 


mr B 
(1), podemos reemplazar x por 2 i multiplicar despues la ecuacion 
a 
por : asaber 
q M=1 R=2 n-1, Yn LES , 
Ay a +a] a Bronn+ +An-1 8 + —— =0. 


De 


Deducimos entónces que debe ser número entero i luego ¿ 
divisible por e, pues $6”? no es divisiblo por a segun la hipótesis. Por 


lo tanto a, debe ser tambien divisible por A 


B' 
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ii 


Si designamos por qn, un número entero, podemos sentar 


ol 
An = B An-—1 

1 formar una serie de ecuaciones, completamente análogas a las (2) 
del párrafo anterior. 

Como se vé, es posible establecer para las raices fraccionarias de 
una ecuacion aljebraica con coeticientes enteros, el mismo criterio 
establecido mas arriba para las raices enteras, sin embargo conviene 
aL 
B 
B es siempre distinto de 1, el numerador a es=1, las divisiones por a 
darán siempre números enteros, así que, en tal caso, será preciso 
llevar el procedimiento hasta su fin paracomprobarsi 2, + qo es =0. 


cambiar aquí el criterio. Pues, si en la fraccion -, cuyo denominador 
, v 


. se . pe . . a 
Para evitar este cálculo incómodo introducimos en (1) gen lugar de 
aL 


B 


2 n-—lÍ 0 
40 + Az P + 2 (e A E + An—1 E) + An de =(0. 
a 10) (0) 


0 


n 
x i dividimos la ecuacion resultante por (| ) lo que nos da 


Ahora concluimos, del mismo modo empleado mas arriba, que 


ao debe ser divisible por Éj que podemos establecer la siguiente 
a 


serie de ecuaciones en las cuales p,, Pp», ...... Pn son números enteros 

B 
é] —=  — 

( do ha Pi 
B 

do Ds Na 
O 

aa - P2 = hs 3 
aL 

(E) O na 

An-—1 + Pn-1 = — Dn 

L SEL Paé=0N 


Las esplicaciones anteriores dan a conocer que el numerador a 


o a E c ¿ 
de la fraccion — debe ser divisor «de az ¡el denominador fB debe ser 


B 
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A 


ladito 


A A A A e 


e a E ; 
divisor de a., para que + pueda ser raiz de la ecuacion 1(x) =0. 


B 
. » . . aL 
Para determinar todavía los coeficientes de f(x) : (x — 50 E 
multiplicamos las ecuaciones (4) sucesivamente por xXx”, xXx"... AE 


sumándolas en seguida. Despues de algunas trasformaciones resulta 
la identidad 


es) EP PU Dió + Pa-1 X + Pa), 


identidad que nos da el cuociente pedido. | 
Concluimos todavía de (5) que, despues de haber determinado 


a a 
la raiz 
don == 1 


de f(x) = o, queda, por consiguiente, la ecuacion del gra. 


PL A ad + PnaX + Pn=0 


cuyos coeficientes se deducen de los coeficientes de la ecuacion pro- 
puesta por medio de p, = 


de (4). 

Ahora bien, si se trata de encontrar las raices racionales de una 
ecuacion aljebraica con coeficientes numéricos i enteros, conviene 
primero determinar las raices enteras i despues las fraccionarias. 

Para las investigaciones que siguen, suponemos que la ecuacion 
f(x) = 0 no tiene ya raices enteras. En tal caso, f (+1) ¡f(—1) son 

diferentes de 0 i de 


an. Pas E (pr + ar) ete., en virtud 


B 


1()=(x—>7)h (x) 


desprendemos, análogamente a (3), para x = 1 


Mt 1= EGn(+1 
(6) 
=D e AN 
B 
Siendo ahora f (+1), fi (+ 1), F(— 1), fi (— 1) números ente- 
rosinif—anif + a divisibles por f, resulta que £(+- 1) debe ser 
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eee . OL 
divisible por 8 —a i f(-— 1) por f£ + a, en caso que 8 
ecuacion f(x) = 0. Parece escusado esplicar que este criterio presta 
los mismos servicios queel deducido mas arriba de las ecuaciones (3). 
EJEMPLO.—Sea la ecuacion 


sea raiz de la 


T(x)=30x + 17x*+48x* + 10 x* — 24 x-—8=0 


que no tiene raices enteras. Formemos f (+1) = 63 if (—1) =-45. 
Como estos dos números son impares, tanto B — a, como f + a de- 
ben ser impares, luego ai 8 no pueden ser, a la vez, impares. 

20 30 tiene 2 como menor divisorisiendo 45 divisible por 


24+1—3, ensayamos x— S 


30 xP 7x4+48x*310 x? -—-24x -—8=0 
x=) A no 


La disposicion del cálculo esla siguiente 


q . . 
luego x =3 no es raiz de la ecuacion. 
yal 


A . . pS > 1 
- La única fraccion del denominador 2 que puede ser raiz, es 1 


pues a, = 8 no tiene, fuera de 1, ningun divisor impar. El ensayo de 
=> tiene lugar, porque 63 es divisible por 24+-1=3. Tenemos 


30xX+7x*+48x*+10x"*-—24x—8=0 


L= —=15 +4 —26 +8 +8-: 0 
luego x = E es raiz de la ecuacion propuesta i queda por tratar la 


2 
ecuacion de 4” grado 


15xt-—4x+926x*-38x-8=0 
El menor divisor de 15 es 3, pero, en atencion a la observacion 


: 1 ; y 
hecha mas arriba, + y no puede ser raiz de la ecuacion. Ensayemos 


x =5 , porque 45 es divisible por 3 + 2 =5. Resulta 
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15 xt—-4x?4+26x2-8x-8=6 


x=5 10 A O Sa A 


24 + . . 
Luego x => es otra raiz de la ecuacion i la ecuacion de 3.* gra. 
e 


do que queda, despues de dividirla por 2, es 
5x8. +2x?2Y+ 10x+4=0 
Esta ecuacion no puerle tener raices positivas, porque todos sus 
términos son de signo + i una suma de números positivos no puede 


ser 0. Las raices que quedan por determinar no pueden ser sino ne- 
gativas, del denominador 5 i de un numerador par. Ensayemos 


0] 
X =—5> pues 63 es divisible por 5 + 2145 por 5-—-2. Resulta 


5x34+ 2x2 10x+ 4=0 


49 A — 2 0 — 4 0 
“) 
luego x = —z€s la tercera raiz de la ecuacion propuesta i la ecua- 
e) 
cion de 2.* grado 
x+2=0 


que queda, nos dax:==+kiVYzZ. 
La ecuacion propuesta tiene, por lo tanto, las raices 


9 it AE 
3 .) 


OBSERVACIONES. —1*. Á veces es posible, mediante laintroduccion 
de una nueva incógnita, formar una ecuacion que no tiene raices 
Iraccionarias i determinar entónces sus raices enteras. Sea, v. g., la 
ecuacion 


21x3 — 38Tx + 420=0. 


Introducimos 3x = y i escribimos 


y? —129y + 520=0. 
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Esta ecuacion tiene las raices enteras 5; 8 i¡ — 13, luego la ecua- 
cion propuesta tiene las raices 


pues x es = 5 . 

2,2 En todo caso se puede multiplicar una ecuacion del grado n 
curo coeficiente a, es distinto de 0, por un factor tal que el coefi- 
ciente de x se trasftorme en una potencia de esponente n, tal como 
a”, eintroducir una nueva incógnita por medio de ax = y. Despues 
quedarían por determinar las raices enteras de la ecuacion trasfor- 
mada. Este método de determinar las raices fraccionarias de una 
ecuacion numérica, aparentemente mas ventajoso que el esplicado 
mas arriba, tiene, sin embargo, el gran inconveniente de dar, en jene- 
ral, una ecuacion con coeficientes mulgrandes. In el ejemplo tratado 
mas arriba se tendria que multiplicar la ecuacion por 30% =810000 
i resultaria, para 30x = y, la ecuacion trastormada 


y? + Ty* + 1440y* + 9000y* — 618000y — 6480000 = 0 


cuyo tratamiento es bastante incómodo. 
Si la ecuacion trasformada no presenta coeficientes mui grandes, 
el método es en verdad ventajoso. 
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44.. Forma reducida de una ecuacion aljebraica.—De- 
FINICION.— Una ecuacion aljebraica, de cualquier grado n, en la cual 
falta el segundo término, se llama de forma reducida. 

Cualquier ecuacion de la furma, 


o o ls A O E: PE 


puede trasformarse en otra de forma reduci da por medio de la sus. 
titucion 


a1 
Pt el 


En efecto, ordenando la ecuacion resultante 


n— y b--2 
(y E + az (y- 2) +00( 1) rro el (7-2 2 + a =0 
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segun las potencias decrecientes de y, el coeficiente de y"* será 
a : 3 
— es + a, =0, luego la ecuacion trasftormada no contiene a la 


potencia y”—?, o sea que es de forma reducida. 
OBSERVACION. —Se puede resolver la ecuacion de segundo grado 


Pd] a pl. 


dándole la forma reducida por medio de la sustitucion 


2 
Resulta (y —E) +p (y E) pl 


“=() 
o sea y?=[5)=g+ 
A 
De aquí y =zw VJ 
¡ TIN. 
¡ x=-L+1/ io. 


45. Diferentes formas de la ecuacion de tercer grado. 
—En jeneral, una ecuacion de tercer grado tiene la forma 


ax +bx2+cex+d=0, 


forma que se llama completa jeneral. | 
Dividiendo todos los términos por el coeficiente a de x* i sustitu- 
b e d ; 
yendo a 21 2 0 Ha la ecuacion toma la forma completa 


C 


particular 
oa > 
Si, en esta ecuacion, uno o mas coeficientes desaparecen, la ecua- 
cion toma una forma incompleta. 


Consideremos los siguientes casos de formas incompletas: 
1.“— a, = 0. La ecuacion puede escribirse 


x(x* + 894x429) =0 


i se reduce a las dos ecuaciones 
x=01x'+a,x+a,=0, 


desde que un producto de dos factores se hace 0, si uno de los facto. 
res desaparece. , 

La resolucion de la:ecuacion propuesta es, pues, conocida. 

2. a, = 0ia,= 0. La ecuacion toma la forma binomial. 


x3 = ag — 0. 
En virtud del $ 39, sus raices son 


x1 = Y—ag, Xa = e Y—aág, Xs = e Y —ag. 


siendo € =cos E + isen <= P+D Ya 
z E dr. EL UI — 
1 €” = 008 -q- 5d sen AS, 


3.-a24,=0. La ecuacion toma la forma reducida 
x3+asx+as3=0 


de cuya resolucion tratamos en el párrafo siguiente. 
4.“— a, = 0. Dividiendo, en este caso, la ecuacion 


x3>4 ax? +as=0 


por a,x*, resulta la ecuacion 


: des 2 AO 
que es de forma reducida con respecto a la incógnita a 


46. Resolucion de la ecuacion de forma reducida.— 
Como, en virtud de las esplicaciones del $ 44, se le puede dar a la 
ecuacion de forma completa la forma reducida, nos queda todavia 
la consideracion de la ecuacion de tercer grado de forma reducida, 
ecuacion que escribimos en la forma 


(1) x3 + px 4 q=0, 


lesienando por pi q dos números enteros o fraccionarios, 
AS. Y 
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Para encontrar las raices de la ecuacion (1) nos pueden ayudar 
_las siguientes observaciones: La solucion de una ecuacion de primer 
grado con coeficientes racionales no contiene ninguna raizi cada 
una de las soluciones de una ecuacion de segundo grado contiene 
una raiz cuadrada, por consiguiente puede ser que una solucion de 
la ecuacion (1), de tercer grado, contenga dos raices cúbicas. En 
atencion a esta conclusion por analojia podemos suponer que sea 


x=VYyY + YzZ 
Introduciendo en (1) resulta 


y+8]/y22 + 3 yartaro(i/y + ve )=0 


o bien, separando las partes racionales e irracionales, 


y+a+qr(3i/ y2+o)(p ¿3 EN 0% 


Esta ecuacion la podemos satisfacer haciendo desaparecer sepa- 
radamente la parte racional i la irracional. A este respecto obser- 
vamos que Y y + Y z no puede ser igual a cero, porque esto ten- 
dria por consecuencia que x = O lo que no puede ser. Encontramos 
entónces para y iz las dos ecuaciones 


cn E y E O 
(2) 4 
i (3Yyz TPp=0 
o bien 
[ y+2 a 
(2 v3=) q py 
A 


en cuyas soluciones podemos hacer t/ = y, 1” ==Z0, al reves, t' = Z, 
” = y, pues las ecuaciones (2 **) son simétricas con respecto a y 1 Z, 
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Sentemos, pues, 


E . DN 


i, por lo tanto, : 


Si = ON 183 dé AA OdaN 


OBSERVACION.—La fórmula (3) se llama jeneralmente fórmula de Cardano, por 
que este matemático italiano (1501 a 1576) fué el primero en publicarla (1345), 
aunque no fué el inventor de ella. La fórmula ha sido encontrada independientemen- 
te por Seipione del Ferro (1515) i Nicolo Tartaglia (1534). 


- Para encontrar ahora todas las soluciones de la ecuacion (1) es 
preciso acordarse que cada una de las raices cúbicas tiene tres valo- 
res diferentes ($ 36). 

Sentemos, para abreviar, los valores aritméticos de las raices 
cúbicas iguales a a. i 6, así que 


AO y AA 


entonces resultan para la Yy los tres valores ($ 37) 


Sl izo 


2 
a,aEe,a€ 


i para la Yz los 3 valores 
B p) 15] € E) 15) € 5 


Segun esto, podria parecer que hubiera nueve valores de x, valo- 
res que se obtendria, sumando cuda uno de los tres valores de Yy' 
con cada uno de los 3 valores de Yz, pero, en atencion a lasegunda 
de las ecuaciones (2) que puede escribirse 


el producto de los dos valores de las raices cúbicas deba ser real. 
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Luego obtenemos como raices de la ecuacion (1) los 3 valores 
de x | 


ES ==0a + 8 
(5) SA E E 
IET Be, 


pues los productos de los valores de las raices cúbicas dan a 8, valor 
real. tao 


¡Compruébese que a 8 es =— - ! 


Las ecuaciones (5) nos enseñan que toda ecuacion de tercer 
grado tiene 3 raices. Las raices x” i x”” pueden escribirse todavía en 
otra forma, en atencion a las fórmulas 


de manera que las 3 raices son tambien 


Xx ia +B 
q E PE AAPP 
(6) 2 


— o o A a, 


NS E 4 


EJEMPLO.—Sea la ecuacion 


luego p =—9 i q =28. Las fórmulas (4) nos proporcionan los 
valores 


3 on RL B/ m4 
a=/— 144 y196=27=1/ —14+18=-=1 


p=/—14- y106=27=i/ —14-18=-3, 


luego obtenemos, en virtud de (6), 


A A O 
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- - OBSERVACION. — Hemos elejido un ejemplo que da a i 8 como 
números racionales, lo que sucede en la menor parte de los casos, 
aun cuando a + f sea racional. Desde luego, si p no es divisible por. 
3, no se puede estraer la raiz cuadrada, pues en el denominador que- 
dará siempre debajo del radical el factor 3. En tal caso es posible 
que a tenga la forma m+y/n ¡Bla torma m— yn, así que a+8=2m, 
pero jeneralmente no es fácil encontrar los valores de in ¡n. 

Espliquemos por un ejemplo el modo que se puede seguir para 
llegar al resultado en el caso caracterizado: Sea la ecuacion 


x?* - 26x+-60=0, 


luego p=—=26,y=60. -—— Obtenemos 


¡€EAXAAAAA«=>——— PP 


| AOS Va WEYES o 1. /900.27—17576 
PL o 0 a Es : . 976 
cava A 0 y io 


o, amplificando la cantidad sub-radical de la raiz cuadrada por 3, 
estrayendo la raiz cuadrada de los factores cuadrados i amplifi- 
cando, en fin, la cantidad sub radical de la raiz cúbica por 3, pode- 
mos escribir 


Ds Pe E 
a=31/ —810 + 246/3 


i, análogamente, 


8 =31/= 810 248 48. 
Para avaluar a, aprovechamos la fórmula 


(7) cd + a — m ( mé +3n) + (3 m' +n) Yu 


i tratamos dedar a la cantidad sub-radical de a laforma del segundo 
miembro de (7). Notamos, en el acto, que n debe ser = 3, luego 


-3m"“-+3=946 
3 nó = 243 
m=9,. 
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Como ahora —m(n*+3n) =—9 (81 + 9) es, en verdad, =—810, 
obtenemos que 


—810+246v3= (—9+y3) 


luego | «=5(= 943) 
i, análogamente, Bi ¿(- > -V3). 
De aquí que, en virtud de (6), 
A LA E O SS 


Este procedimiento, aplicable siempre que exista una raiz racio- 
nal de la ecuacion propuesta es algo incómodo, sobre todo en 
atencion a que no se sabe, de antemano, si la ecuacion propuesta 
tiene raiz racional o no. Para evitarlo i para evitar la aplicacion de 
la fórmula de Ferro, conviene determinar las raices enteras i fraccio- 
narias ($ 41, etc.) ántes de aplicar la fórmula de Ferro i aplirar esta 
fórmula solamente en el caso de que no existan tales raices. 

En el ejemplo propuesto tenemos 1(+1) =.35, I(—1) = 85, 
luego la ecuacion puede tener solamente raices pares, pero ni =+2, 
ni +4 pueden ser raices, puesto que ninguno de los números 351 85 
es AOL por 83; tampozo +6 puede ser raiz, porque 83 no es divi- 
sible por 7. El primer ensayo nos da entónces inmediatamente la 
primera raiz x"=-—6 i la ecuacion de 2.* grado quequeda portratar * 


xXx —6x+10=0 


nos proporciona las otras raices iguales a 3 + 1. 

Si la ecuacion propuesta no tiene raices racionales, precisa la 

aplicacion de la fórmula de Ferro, valiéndose de los logaritmos para 
determinar a 1 £. 
OTRA OBSERVACION.—Para evitar las fracciones en las cantida- 
des subradicales de a i 6, se puede multiplicar la ecuacion por un 
factor adecuado e introducir una nueva incógnita y de tal modo 
que la ecuacion resultante tenga el coeficiente de y divisible por 3 1 
el término conocido divisible por 2.. Sea, v. gr., la ecuacion 


4x—7x+13=0. 


DISCUSION DE LA FÓRMULA DE FERRO. rol 


Se multiplica la ecuacion por 54 ise introduce 6x = y. Resulta 
y —63y+702=0. 


47. Discusion de la fórmula de Ferro.—La naturaleza 
de las raices de la ecuacion (1) depende esencialmente del 
2 3 
signo de la cantidad subradical 5) E E) que aparece en ai B,can. 
tidad que se llama la discriminante de la ecuacion de tercer grado. 
Se ofrece aquí la consideracion de los 3 casos siguientes: 


x2 3 
1.2 La discriminante ES) a (e es >0 lo que sucede, cuando 


20 
3) pe 


£in este caso, ai 8 son reales 1 diterentes entre sí, luego, en virtud . 
de (6), la raiz x' es real i las otras «dos raices son complejas conju- 
gadas. 


2 3 
42 La discriminante( ) ) +(8) es = 0 lo que se verifica, cuando 


2 3 
<a 


En este caso, ai f son reales e iguales entre sí, luego resulta de 
(6), para f£ == a, que las tres raices son reales, o sea 


2 
p> 00 bien cuando p<0i (3) > 


y A A: TE Erp o Td 
A A 00, XX 7” == —a%, 


donde a es = E 


2 3 
3. La discriminante (3) 6) es <0lo que tiene lugar, cuan- 


, 2 pw 
do p<01 (3) < (3) 


ye 2 q 4 .. - 
En este caso, la  / 6) ea Cl tiene un valorimajinario, así 
VAN 


que ai £ son números complejos, sin embargo, se puede demostrar 
que las tres raices son reales. 
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A A A A 


f tanto a AA 


“Sentemos, para este fin, 


n_n A 


o e o ae (3) - E —"3/ rí(cos 4 + i sen 9), 
2) 2 Mrs 


. 


9 JD (3) (2) (2) = / vt00s 61 em 9) 


entonces tenemos, en virtud de la fórmula de Moivrrei siendo ai £ 
los valores principales de las raices cúbicas ($ 37), 


.. 


A PAN 2) O DE r (00s3 — sen SJ: 


De aquí se desprende 


me 
| 
ale 


i, por lo tanto, en virtud de (6), 


Y IT AREA E $ $ 
Xx Gui r (6os y — V3 sen y, ,) 


f 
| x= Y era cos $ 
(9) | x” =z— OS r (0os $ 3 + V3 sen 0 
| 
l 


de modo que las tres raices de la ecuacion propuesta son, en verdad, 
reales. 

OBSERVACIONES. —1.? El tercer caso considerado se llama «aso 
irreductible. La fórmula de Ferro no es aplicable a este caso cuya 
resolucion tratamos en el párrafo siguiente. 

2.* De los tres casos tratados desprendemos que toda ecuacion 
de 3* grado tiene una raiz real ique las otras dos son o reales o 
complejas conjugadas. 


RESOLUCION DEL CASO IRREDUCTIBLE. 73 


A AAA A A A A O A A A A A 


A A 


4.8. Resolucion del caso irreductible.—De (8) deducimos 


r (cos $ +1 sen $) = 2 9 HOOD 


1, en virtud del principio establecido en el $33, obtenemos para las 
incóynitas ri 4 las dos ecuaciones 


-5: 
r sen 9 = E (5) 


La cantidad sub-radical de la raiz cuadrada es positiva en vir- 
tud de la hipótesis que caracteriza el caso irreductible. 
Ahora bien, elevando al cuadrado las dos ecuaciones i sumándo- 


las resulta 
=- (5). 


luego r que, como módulo de un número complejo, es positivo, re- 
sulta 


(10) | == J-(! O 


Siendo p< 0, res real. 
Una vez determinado r, O bien su logaritmo, obtenemos q por 


medio de 
(11) E COS = — and E 


-— Las lórmulas (9) nos dan, en fin, los valores de las 3 raices de la 
ecuacion propuesta. Pero, en estas fórmulas aparecen 17 i x”” en 
formas no-logarítmicas, de suerte que conviene trasformarlas. Para 
este fin, aprovechamos la fórmula 


Ys = tg 60" == tg 120% =-— tg a : E , 
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eacribiendo 


27 $ 
08. =— COS. —= — "Ben — Sens 
7 n— y 3) 3 pa 
x"” =-—Yr 9 
2 Tr 
COS 


. . 0 TT 
o sea. «en atencion a que el denominador es cos =- 


2T+09 
RETA 


x” =2 Yr cos 


i análogamente 


Las soluciones (9) se trasforman, de este modo, en 


AS Yi cos $ 


(12) E OR E 


x""— 92 Yr cos aho 


OBSERVACION. — Se l'ega a las mismas iórmulas, aprovechando 
las iórmulas (5) del $ 46 ila (2) del $ 36, i reemplazando cos + 


; 1 2r—ó 
por su ¡igual Cos ALE DU, » 


EJEMPLO.—Sea la ecuacion propuesta 


x—291x+20=0, 


2 8 
luego p=—21, q =%0 i (3, + a) = — 243, de modo que se 


trata del caso irreductible. 
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En virtud de (10) i (11) tenemos r= Y 313 i cos $ = — o - El 


cálculo logarítmico puede disponerse del modo siguiente: 


log 343 = 2, 53 529 - log 10=:11,00 000 — 10 
log r= 1, 26 765 2 logr= 1,28765 
log YT =0, 42 255 log cos ¿= 9,73 235 (n) 


$ 57% 10/12 
$ = 122% 1048” 


E= 40% 53' 36" log 2= 0,30103 
2 — 1600 53/ 36" log YT = 0, 42 255 
E pt = 19 624  logcos L= 9,87 848 
E == 19 624" log x= 0, 60 206 
pa == 4. 
log 2 Y7.=0, 72 858 log 2 y = 0,72 358 
log cos Et 9,97 539(n)  logcos a ESE eE 9, 27 642 
log x”"= 0, 69 897(n) log x”"= 0, 00 000 
x"=-—5 A Eb. 


OBSERVACION. —A quí cabe una observacion análoga a la final del 
$ 46, pues conviene tambien, en este caso, ántes de aplicar las fórmu- 
Jas, ver, si la ecuacion tiene raices racionales i determinarlas por me- 
dio de los procedimientos esplicados en los $ $ 41, etc. En el ejemplo 
propuesto habríamos encontrado inmediatamente, por medio de 
i(4+1)=0, la raiz + 1 de la ecuacion ilas otras dos raices ha- 
brian resultado como raices de la ecuacion de 2.” grado 


x*"+x-—20=0. 


49. Resúmen sobre el modo de resolver una ecuacion 
de tercer grado.—Si se da una ecuacion de tercer grado, sea en la 
forma reducida o en la forma jeneral, se procede a la determinacion 


76 ECUACIONES DE GRADOS SUPERIORES AL SEGUNDO. 


de las raices racionales. lín caso queno tenga niaguna raiz.racional, 
se le da la forma reducida : 


... * ... 
- 


A 0 


2 3 | 
¡se forma la discriminante ds “t- ts . Si la discriminante es 20 
se aplica la fórmula de Ferro, si es <0, se aplica el procedimiento 
trigonométrico. 


50. Relaciones enutre los coeficientes i las raices de 
una ecuacion de tercer grado.—Las ecuaciones (2) del $ 41, 
demostradas para una raiz racional o de la ecuacion aljebraica 
f(x) = 0, subsisten evidentemente cuando a no es racional, solo que 
en tal caso los cuocientes q no necesitan ser números enteros, luewxo 
subsiste tambien el teorema demostrado en el mismo párrafo que 
nos dice que f (x) es divisible por x — a. 

Aplicando este teorema a la ecuacion de tercer grado 


XT A FIX a A 


que tiene las raices x”, x”, x”, concluimos que el primer miembro de 
la ecuacion debe ser divisible tanto porx — xXx”, como porx—x" 1 
por x — x””, así que podemos establecer la identidad 


a e EN x+ a, = (1 A ES 


qe (Xx a x”! E xs xXx” | (Xí x” + x xP” E xx!" 9 x — Xx x"x”. 


|! 


«». Porcomparacion de los coeficientes ($ 16) resultan de esta iden- 
tidad las 3 relaciones importantes: 


“4 


Ñ XX HX Hd xs (01 . 
(13) < xx” + xx" + xXx" x' =>+ as 
L x/ 5 qee = —as, 2 


relaciones que nos dicen que la suma de las raices de una ecuacion de 
tercer grado es igual al coeficiente del seeundo término, con signo 
contrario, la suma de los productos de a dos de las 3 raices es ¡igual 
al o del tercer término i el producto de las 3 raices es igual 
al término copoc:do con signo contrario... En yla AAN 
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V. gr., las raices de la ecuacion 


gr 2 ca? 
x—8x —2x+16=0 


son ($ 42) 
LE EV MIS AS 
i se tiene as 
| SE MD VS 08 
AI AS E IN E 
SL DAA Y 2) — T6, 


CONSECUENCIAS: — 1.2 La suma de las raices de una ecuacion de 
tercer grado, de forma reducida, es = 0, pues el segundo a no 
existe. 


V. gr., las raices de la ecuacion 


ha — 21x + 20 = 
son ($ 48) 


pes 
l 
O 


1 se tiene 


2.2 Si e representa un valor complejo de la YI, se tiene 


l+e+e=0, 


pues, 1, e, e? son las raices de la ecuacion x? — 1 = 0. 
Colocando, en lugar de e, su valor 


== Se -L 1 sen E 
513 A 
resultan las dos fórmulas 
27 dr 
1 + cos —¿— L eos Sn 0 
] sen = sen == ==) 


¿Cómo se demuestran estas fórmulas trigonomé tricamente? 
2,9 Si de los tres números X, y, 288 conoce su suma =A, la 
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suma de sus productos de a dos = bi su producto =c, ellos son las 
raices de una ecuacion de tercer grado de la forma 


t* — at? + bt=e= 0. 


4.* La última de las ecuaciones (13), en combinacion con la se- 
gunda observacion del $ 47, nos enseña que toda ecuacion de tercer 
grado tiene una raiz real, alo ménos. raiz quetieneel signo contrario 
al del términoconocido (az). En verdad, si las tres raices son reales i 
su producto es negativo, es decir, az > 0, o las tres raices o una de 
ellas tienen el signo ménos; si su producto es positivo, es decir, 
as < 0, Olas tres raices o una de ellas tienen el signo mas. Por otra 
parte, si por ejemplo x' es reali x” i x”” son complejas conjugadas, 
el producto x” x”” es real i positivo i luego x” debe tener el signo 
contrario al de az. 


* -ECUACIONES DE CUARTO GRADO. 


51. Resolucion de las ecuaciones de cuarto grado 
por el método de Euler.—-Damos a laecuacion la forma reducida 
($ 44) 


(1) xt+ax+bx4c=0. 

Conforme a las observaciones del $ 46, podemos suponer x en 
forma de una suma de tres raices cuartas O bien, como una raiz 
cuarta puede espresarse por medio de raices cuadradas, en forma de 


una suma de 3 raices cuadradas. Para evitar fracciones en las fór- 
mulas finales, se pone 


2) x=3 (VI +V3+V1) 


i se forma, mediante esta relacion, una nueva ecuacion de 4.? grado, 
cuyos coeficientes se comparan con los de (1). Elevando la ecuacion 
(2) al cuadrado, resulta 


1 AN ia ls. 
“== (y+240)43(V37+ V20+ vay). 


De aquí 


(2—3(+240))] =7 (V77+ Vi+ va Y 
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O sea 


1 X 1 E e 
x— 5 (YE 240) 4 e (ya ba ay) + ga (VI ETA) 


Ordenando esta ecuacion i aprovechando la (2), obtenemos 


xi — E ++ 0)32 —= Y yzuXx+ e (y+z+u)? Al (yz+zu+uy)= 0 
2 16 4. ; 


La comparacion de los coeficientes ($ 16) de esta ecuacion con 
(1) nos da 


(y +2+u)=a 


(3) =V yzu =5b 
1 1 
16 Y +2 +07 (92 +204+0y)=0. 


Estas ecuaciones pueden escribirse en las formas 


NS 1 == —= 2. a 
yzu=b* 
y2Z2+zu+uy=a?-—d4dc, 


luego y, z, u son las raices de la siguiente ecuacion de tercer grado 
($ 50, consecuencia 3.*): 


(4) ti+42at?*+(a?- 4c)t-b*=0. 


Esta ecuacion se llama la resolvente de la ecuacion de 4.* grado. 

En atencion a la 2.2 observacion del $ 47, la resolvente tiene, a 

lo ménos, una raiz real, raiz que es positiva, pues tiene, segun $ 50, 

4.1 consecuencia, el signo contrario al de — b?, signo que es —en 

todo caso— p sitivo, porque b*es > 0. Sea y esta raiz positiva. 

Como, ahora, en (2) cada una de las raices cuadradas puede te- 

ner doble signo, se obtiene aparentemente 8 valores de x, pero to- 

mando en consideracion que, en virtua de la 2.* de las ecuacicnes 

(3), Vyz2u es =— db, el número de valores de x se reduce a 4. Segun 

el signo de bi siendo z > 0 iu > 0, obtenemos las dos agrupaciones 
siguientes | 
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A B 


1 Ea ds En SE Le OS 
A CI ds A xXx =5l-vy -Vz—vu) 


sd cd 


») 1 _— == : », 1 o ve sh. 
E e e MA 
BO do, 
: : Ed 4 pr he pa 
A A 


WN 
NO] pl 


e (Y y — VaZ+Yu) O (VyY + Va=YV 4) 


Siendo, ahora, z< 0 i luego u < 0, en atencion a yz ú = b?, 
resulta Vy yz Yu =i%Yy Y =2 Y =n ==vyY YN 
así que se necesita combinar bh < o con la agrupacion B ib > ocon 
la A. 

Si, en fin, z es complejo, o sea z=azw fi ¡luego u=a— 81 
($ 47, observacion 2.*), resulta Vy Yz Yu =vVy val +8 >0, 
de suerte que rijen las mismas combinaciones del primer c:1so. 

OBSERVACION.--La resolucion de la ecuacion de 4. grado que 
acabamos de esponer, es de Huler (1707 a 1782). Hai varios otros 
métodos para resolver una ecuacion de 4.9 grado que todos condu- 
cen a la misma resolvente (4). 

Las ecuaciones de grados superiores al cuarto no tienen resolu- 
ciones aljebraicas. (Demostraciones de Riufinii Abel.) 

EJEMPLO.—Sea la ecuacion 


0 EX E 
Formemos la resolvente 

4 — 18t*? + 33t-— 16 =0 
cuyas raices son 16, 1, 1, así que tenemos 
y 20, De 2, u=1 


Vi y = bin ae Ln a e 


Como las 3 letras y, z, u tienen el signo positivo ih=4 es >0, 
rije la agrupacion B, luego resulta 


pr 
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lc E | 
1 

O => (244141) =-1 

O: A dy 2) 

IRIS 1 

(1 =1)= 2 


An 


OBSERVACIONES. —A ntes de aplicar las fórmulas establecidas a la 
resolucion de una ecuacion de 4. erado conviene determinar sus 
raices racionales (ver el $ 48). 


'APÍTULO Y. 


Nociones de los máximos i mínimos con aplicaciones 


a problemas jeométricos, 


52. DeFINICION.—Se dice que una funcion f (x) alcanza para 
x= un máximo, si para un número h cualquiera que se puede ele- 
jir tan pequ ño como se quiera, se tiene. a la vez, que 


(a) >tHa—h) i f(a) >f(a + h) 


Análogamente se define un mínimo de f (x). 

Si se trata de determinar los máximos o mínimos de uva funcion 
de x,+e puede en ciertos casos proceder como en el ejemplo que sigue: 

Sea la funcion 


m? x 


US 


Despejamos x en esta ecuacion: 


x*— — Xx +n*=0 
u 
Xx Doy / wm a 
ARAN o 


ALJ. 6 
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Para que x tome valores reales es preciso que sea 


o bien 


Estrayendo raiz cuadrada en ámbos miembros, obtenemos, en 
atencion al doble signo, las dos relaciones 


ss li ae poo SS m? 
A Y 
e m?. A 
Por lo tanto, el valor máximo de u es a 1 el mínimo es 
m? m? : 
— 57: Para x resulta x==-3== +=n. 
< N 2u 


OBSERVACION. —Il procedimiento esplicado es aplicable, siempr£ 
que la ecuacion que resulta para x, sea de 2.* grado. 

Veremos todavía, si los valores encontrados cumplen con los cri. 
terios establecidos en la definicion. Tenemos 


: A as 
E AA 
: co m(n=bh) 
A n2+(n + h)? 
] 
m? S m? (n + h) 
2n 7 n+(n+=h)” 


pues, dándole otra forma a esta desigualdad, resulta 


2 n= 2nh + h?> 2 n2 2n h 


O 
125 0% : 
De un modo análogo se deduce que 
(Tn) <tí—=-n=b), 
así que queda comprobado que x =H produce un máximoix =-—n 


un mínimo de la funcion propuesta. 


PROBLEMAS JEOMÉTRICOS. 83 


53. Problemas jeométricos. — Primer método de resolu- 
cion.—Yl mismo procedimiento espuesto en 
el párrafo anterior puede aplicarse a la re- 
solucion de ciertos problemas jeométricos, 
como pasamos a esplicar por un ejemplo. 
ProBLEMaA.— Inscribir en un círculo del 
radio r un rectángulo de área máxima. 
ResoLUcIoN.—Sea A B CD un rectángulo 
inscrito en el círculo dado ¡sus lados x e y. 
Entónces resulta el área del rectángulo 
Fie; 2. = Xy. El área es, pues, una funcion de dos 
variables, pero en el triángulo rectángulo A B C tenemos | 


y=vV4r?—x, 


de modo que es posible igualar el área a uva funcion de la única va- 
riable x, Sea u esta funcion. Resulta 


u=x y 4 ri x? 
o bien 


x*-4r?x+u%=0 
A tE Ny dre a. 


Para que x* tome valores reales es preciso que sea 


O sea 


pues el valor negativo — 21” no tiene sentido. 
-De aquí que el área u alcanza un máximo u=21* para x*=21* 
O sea : ke 
SV, 2 
úl A Á Á —-____— .— 
y=V4r—-929r =D 


Is fáci! convencerse de que f (1 V 2) es >f (r V2= h). 

El rectángulo de área máxima inscrita en el círculo del radio r 
es, pues, el cuardrado cuyo lado es r Y? . 

OBSERVACION. — Si la ecuacion que resulta para la variable res. 
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tante (x), no puede reducirse a una ecuacion de 2.* grado, el proce- 
dimiento aprovechado no tiene aplicacion. Para convencerse de esto 
basta pensar en la fórmula de Ferro que da tres valores reales, pre- 
cisamente en el caso de que la cantidad sub=radical de la raiz cua- 
drada sea negativa. (Ver la nota al final de este capítulo). 

54. — Segundo método. — Espliquémoslo por el mismo ejemplo 
tratado en el párrafo anterior. 

Ioscribamos al círculo dado un rectángulo cualquiera ABCD 
(fig. 2) 1 demostremos, primero, la existencia de un máximo, trasla- 
dando el lado A B, paralelamente, en ámbos sentidos, hasta que se 
confund« con el diámetro paralelo a A Bo se reduzca al estremo M 
del diámetro M N perpendicular A B. En estos dos casos, el área del 
rectángulo se reduce a cero, valores entre los cuales ha de encontrar- 
se forzosamente un valor máximo, pues el área toma solamente va- 
lores positivos 

Sea, ahora, el rectángulo ABCD (fig. 3) él de área máxima i 
sus lados AB=x, BC= y, luego su 
área =x y. Entónces podemos ima- 
jinarnos elejidas en la cercanía de A B, 
¡asus dos lados, dos cuerdas A” B” i 
A” B” paralelas a A B, de modo que 
los rectángulos inscritos A” BC! D” i 
A” BC” D” sean equivalentes entre: 
sí. Esto es posible, porque, en virtud 
de la definicion, el valor máximo es 
mayor que los valores vecinos que se 
encuentra a ámbos Jados de él, luego 
existen a ámbos lados del máximo 
rectángulos equivalentes, rectángulos que al aproximarse al rectán- 
gulo máximo pasan tambien por valores equivalentes. 

Sea AB =xvw, B'C=y!. Trazando la diagonal A 
será | 


Flia. 3. 


ia (A 
O Sea 
(1) y V4rtx”?, 


luego el área del rectángulo A” BC D'=x' V 4r?-x?. 

De un modo análogo, resulta para A*B"=x") BV 
y “=w 4 1r*— x”? ¡el área del rectángulo A”B"C"D'=x"V11—=x" 
i, como los dos rectángulos son equivalentes, tenemos 


(2) ) A O ICAC 
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«. 


De aquí A € 
, | 2 3 
(3) o bien ar 


Dividiendo ahoraámbos miembros de (3) por x2—x”?, nos queda 
(4) o a, 


Si acercamos, despues, las cuerdas A” B'iA” B“ mas i mas a 
A 6B, la ecuacion (4) «eubsiste i si hacemos coincidir las dos cuerdas 


con A B, se verifica el máximo. Luego obtenemos el máximo intro- 
diendo en (4) 


A! Eo E. 


a saber 
2 
Dx =4r* 
x=rvV2 
luego Y == y = 141x323, 


así que llegamos al mismo resultado obtenido por el otro método. 

Obsérvese que las dos cuerdas xix” situadas a diferentes lados 
de la cuerda x son desiguales i pasan a ser ijeguales únicamente en el 
caso de que x'ix” se confundan con el valor x. 

Obs. 1.2 La aplicacion de este méto lo se simplifica observando 
que la ecuacion (1) se verifica tambien, si reemplazamos x' e y” por 
x”e y”. Poreso basta con dibujar un solo rectángulo A BC Di de- 
ducir la ecuacion, análoga a la (1), 


formar, en seguida, el área x V4 1? — x? ¡establecer despues la ecua.- 
cion, análoga a la de (2), 


(5) xvWV4r?=x? —x 14d 1?-—x? 


i tratarla como mas arriba. El máximo resulta para x' = x, des- 
pues de haber dividido la ecuacion, análoga a la (3), por Y 
No siempre se va a poder dividir por x” — x”, pero siempre por 
x — x', pues a la ecuacion (5), simétrica con respecto a x 1 x”, se le 
puede dar siempre una forma tal que aparezcan en todos los térmi. 
pos de la ecuacion diferencias entre dos potencias de x 1 x” del 
mismo esponente, diferencias qua son divisibles por x — x”, la dile- 
rencia de las bases. 
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2.* El método no sufre alteracion alguna, si se trata de deter- 
minar un mínimo, en lugar del máximo. 

Resúmen. El 2.2 método consiste en demostrar la existencia 
de un máximo o mínimo, dibujando una figura correspondiente al 
problema i variando sus elementos de cierta manera, en introducir 
en la figura las variables x e y (o mas), formar la fuucion de x e y 
que se quiere hacer máxima o mínima, reemplazar en ella y por x 
(O x por y, segun convenga) eigualar la funeion resultante, diremos 
f(x), af (x”). Despues de trasformar la ecuacion 


Ll 1 


se divide por x—x"ise hace x”== x. ll valor resultante de x corres- 
ponde al máximo o mínimo pedido. 

Otro ejemplo. Entre todos los conos rectos 

de la jeneratriz constante a ¿cuál es el de vo- 
lúámen máximo i qué volúmen tiene? 

ResoL. Sea ABCun cono recto cuya jene- 
ratriz es= «a. Si aumentamos la altura has- 
ta que alcance su límite a, el volúmen del co- 
no se reduce a cero e igual cosa sucede, si 
disminuimos la altura hasta que desaparezca; 
luego existe un máximo. Sea, ahora, x el radio 
de la base e y la altura de uno de los conos 


Fie. 4. E : 
de la jeneratriz a. Tenemos el volúmen 
1 2 
V==+>rx y 
3 E 
. y a 2 
..o siendo x= —y 
1 2 2 
Formemos 
1 ) : 1 2 , 
3-15 ÓN 
La s 14 


AS Sl Y 
o bien, ordenando i suprimiendo el coeficiente FG 
2 5 3 
AY E a 
La division por y — y' da 


2 A IA 
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e y = y' conduce al valor 


J=9Y3 


que corresponde al volúmen máximo. 
Todavia resulta 


¡el volúmen máximo 


AL A 
V=2g".¿a A ar AE 


OBSERVACION.—La. aplicacion del primer método no tiene lugar, 
puesto que la ecuacion que se formaría para y seria de tercer gra- 
do. (*) 


A e 1 E: 
(*) La ecuacion V = q" (al—y?2) y, o sea 


e 


A A 
y3—a?y + > == () 


da, en el caso especial ($ 47, 2%) de que la cantidad sub-radical de la raiz cuadrada 
desaparezca en la iórmula de Ferro, tambien 


Dra? 
V = “55 Ln 
21 y 
“i, aprovechando las raices iguales y” = y" =—0, 
7 e 
E 


A DT. A de 


. ar de , . a la] 2 
pero el razonamiento parece tan difícil que conviene aplicar el 2.2 método. 
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APÉNDICE. 


Nociones sobre las probabilidades. 


DEFINICION.—Bajo la probabilidad matemática de la verificacion 
de: un acontecimiento se entiende la razon entre el número f de los 
casos favorables i el número » de todos los casos igualmente posi- 
bles. Si se designa la probabilidad de un acontecimiento A por p, se 
tiene 


e 
Siendo, jeneralmente, £< n la probabilidad p será una fraccion 
propia, cuyos límites son 011. En caso de que el acontecimiento se 
verifique constantemente, todos los casos posibles »on favorables, 
entonces hai certidumbre o seguridad; pes = 1. Si, entre todos los 
casos posibles, no hai ningun caso favorable, se tiene impos bilidad; 


le 1 y «100% IAN 
p =0. Si pes > y hai verosimiliturd, para p = 9 hai incertidumbre 
i para p <G in verostiniliturd. 


En este último caso, el número de casos desfavorables es > f 
Sea p' la probabilidad para que no se verifique A if el número de 
rv nf f 


casos desfavorabl=s, Se tiene f + 'P =n,p! = A sE 1 E 1 


— p, osea p + p! = 
«, —EJemPLOS.—1.” De una urna que contiene 6 bolas negras 1 5 


blancas, se saca una a la suerte ¿cuál es la probabilidad para en- 
contrar una blanca? 
ResoLUCION.—El número de los casos posibles es n = 11, favo- 
Pa 
o e 5 y 
rables son,£.= 3, luego la probabilidad pedida es p = TT: Aquí re- 


sulta p! = E 


2.2 De la misma urna se sacan, a la vez dos bolas ¿qué proba- 
bilidad hai para encontrar dos blancas? 
REsoLucION.—Il número de los casos posibles es igual al núme- 
ro de las combinaciones simples de las 11 bolas de dos en dos, o sea 
de 1 MES 


ns LO El námero de los casos favorables es, análoga 
11 : 
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54 2 
Hiditid 


2 
mente, f=C = — 


13. luego resulta p= 
5 . 


PREGUNTAS. —¿Qué probabilidad hui para encontrar dos negras o bien una negra 
i una blanca? 


3.2 En una urna hai 7 bolas blancas, 6 negras i 5 coloradas. Se 
sacan 5 bolas ise pide determina: la probabilidad de que 3 de ellas 


sean blancas. 


5 ,A 
REsoLuUcION —Como mas arriba, se tiene n= CU . Favorables son 
18 


todos los casos en que se encuentren 3 bolas blancas junto con 2 


que no sean blancas, pero 3 blancas pueden sacarse de las 7 que hai, 
3 2 

( veces i2 no blancas pueden sacarse de las 11 que hai, €. veces, 
G . 11 


> 


3 2 
así quelos casos favorables soni=C . €. , por lo tanto resulta 
7 11 


AA 
ea 13d 1 
4.2 ¿Cuál es la probabilidad de echar con dos dados en un tiro 7? 
RESOLUCION.—Casos posibles hain = 36. Casos favorables son 
aquellos en que se encuentren un 7 en un dado i un 6 en el otro o un 
2 en un dadui un 5 en el otro o bien un Zen uno i un 4enel otro i 
como cada par de números admite 2 permutaciones, se tiene 
E 0 A y 6 ea 1 
e e 6, luego p= 56 


PREGUNTAS:—¿Cuáles son las probabilidades para echar, en lugar de 7,0203 
o 4, ete., hasta 12? 


PROBABILIDAD COMPLETA. —Si a un acontecimiento correspon: 
den fcasos favorables de una clase i f, de otra ise pide determinar 
la probabilidad, para que se realice o 1n caso de la primera clase o 
uno de la segunda, se tiene lo que se llama una probabilidad com- 
pleta. 
| Sean p la probabilidad, para que se verifique un caso de la pri- 
mera clase, p,, para que se verifique un caso de la segunda clasei P 
la probabilidad completa, entonces es P = p + p,. 

DEMOSTRACION. —Supongamos que haya » casos posibles de la 
primera clase i 1, de la segunda clase. Como cada caso posible de la 
1.* clase puede combinarse con cata uno de la 2.*, el número total 
N de casos posibles será N = n n,. Casos favorables resultan, combi. 
nando cada uno de los casos favorables de una clase con cada uno 
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de los sasos posibles de la otra, así que resulta, si /” es el número 
total de casos favorables, 


A o il e 
Pd 


OBSERVACION.—NO es difícil estender las esplicaciones a aconteci- 
mientos que pueden dividirse en mas de dos clases. Siempre resul. 
tará la probabilidad completa igual a la suma de las probabilida- 
des parciales. 

EsemPLOs:—1.* ¿Cuál es la probabilidad de echar con dos dados 
o un 1 o un 2? 

REsoLUcCION.—Los dos dados constituyen aquí las dos clases i 
resulta £= 2, n= 6, p=3 VANO Y Sa luego P=¿ 

2.2 ¿Cuál es la probabilidad de sacar de una baraja de40 cartas 
o una figura o un as? 

12 4 18572 
20 Pao E 

PROBABILIDAD COMPUESTA.—Si a un acontecimiento correspon- 
den fcasos favorables de una clase i f, de otra i se pide determinar 
la probabilidad para que se verifiquen, al mismo tiempo o sucesiva- 
mente, un caso de la 1.* clase i uno de la 2.*, se tiene una probabili- 
dad compuesta. 

Conservando las mismas designaciones anteriores, se verifica 
que P=p. p,:. ) 

Dem. El número total de casos posibles es, otra vez, N=n. nm, 
pero el número de casos favorables es /" = 1. f,, de suerte que resulta 


RESOLUCION.—A quí se tiene p = 


HE 


> a E Pr: 


EJEMPLOS: 1.” De cada una de dos Po de 40 cartas se saca 
una a la suerte ¿cuál es la probabilidad de que las 2 cartas sean ca- 


2.” ¿Cuál es, en el ejemplo 1.*, la probabilidad, si se sacan las dos 


cartas de una misma baraja? 


Res. Otra vez resulta p == e , Pero pi = 


E pues despues de 


* 
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haber sacado un caballo, quedan solo 39 cartas ¡ entre ellas tres ca- 
AO Ji 
10:39 M4130% 

El resultado es el mismo, si se sacan las dos cartas a la vez, en 
lugar de sacar una despues de la otra, pues el número de los casos 
posibles es, en este caso, C,, i el de ios favorables C;, luego 
NL O A 1 
40.39 130: 

3, ¿Cuál esla probabilidad de sacar de una baraja de 40 cartas 
primero una figura i despues un as? 

PS 3 _ 4 O PE O 

Res. p = 10 10 P1= 39» luego P = 10:30 65" 

La probabilidad de sacar primero un as i despues una figura'es 
naturalmente la misma, pero la probabilidad, para que de las dos 
cartas que se sacan, una sea una figura i la otra un as, es evidente- 
mente igual al doble de la probabilidad anterior, o sea = e 

Este último resultado se puede comprobar, observando que 
hai C;, casos posibles i 12.4 casos favorables, así que resulta 


ballos, de modo que resulta P = 


» 


p_ 124.12 4 
AO ISO 65: 


EJERCICIOS. 


CAPÍTULO 1. 


1. ¿Cuántos números de a tres cifras diferentes pueden formar- 
se de las cifras de la 9, cuántos números de a 4 i de a 3 cifras? 

2. El mismo ejercicio, pero aprovechando tambien el cero. 

3. ¿Cuántas banderas dea 2, 3, 4, 5,6 i 7 colores pueden for- 
marse aprovechando los 7 colores del arco-íris sin repetir ningun 
color? 

4. Entre todas las permutaciones de las cifras de 1 a 9 ¿cuántas 
hai qe contienen la cifra 1? 

5. ¿Cuántos elementos, permutados de dos en dos, dan 156 gru. 
pos diferentes i i cuántos dan 4080 grupos, permutados de 3 en 3? 
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6. De Y elementos se pueden formar en cierta clase 840 grupos 
diferentes ¿qué clase es? 

7. ¿Qué rango ocupa la palabra algo en lus permutaciones (de 4 
en 4) de las letras a £ 10, cuáles las palabras lago i 0121? 

8. ¿Qué rango corresponden a las palibras caso isaco en las 
permutaciones de la 4 * clase de las letras « e o s? 

9. ¿Qué rango ocupan en las permutaciones delas letras a m1t u 
las palabras tu, mal, luma, mula, multa? 

10. Entre todos los números de a tres cifras diferentes ¿qué 
rango corresponde a 832? | 

11. Entre todos los números de a cuatro ciiras diferentes ¿qué 
rango ocupa 1531? 

12, 10 soldados ¿de cuántos modos pueden colocarse en filas de 
a 5 soldados? Designando los 10 soldados por las letras a, b,c, 
k ¿a qué rango corresponde la formacion diceh? 

13. 12 alumnos ¿de cuántas maneras pueden cambiar sus 
asientos? 

14. 4 caballeros 1 4 señoras comen juntos ¿de cuántas maneras 
diferentes pueden sentarse en la mesa, si caballeros i señoras aeben 
alternarse en el órden? 

15. ¿Cuántas combinaciones de 5, 6, 7 u 8 el+«mentos hai de 
todas las clases posibles? 

16. ¿Cuántas mezclas de a tres colores pueden hacerse de los 7 
colores del arco-íris? 

17. ¿Cuántas líneas rectas pueden trazarse entre n puntos de los 
cuales tres no están en línea recta? 

Ejemplos numéricos: n = 3, 4, 5, ete. 

18. ¿Cuántas diagonales tiene un polígono de n lados? 

«+ 19. ¿En cuántos puntos se cortan n rectas, si hai entre ellas p 
paralelas i si por un mismo punto no pasan nunca mas que dos 
rectas? 

Ejemplos numéricos: a)n=5,p=0;b)n=11,p=3. 

20. ¿En cuáutos puntos se cortan » rectas de las cuales p pasan 
por un puntoi q por otro, si no hai paralelas entre ellas? n = 20, 
p.=7,q = 6. 

21. ¿Cuántos planos se pueden hacer pasar por » puntos del 
espacio de los cuales 4 no se encuentran en línea recta? n = 6; 3; 10. 

22. ¿Cuántos planos están determinados por n puntos del espa- 
cio de los cuales p se encuentran en un plano i q en otro? a) n= 12, 
D = Ti E EAS SO E 

23. ¿De cuántos modos pueden repartirse u cartas de un naipe 
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entre :) personas, así que A reciba p cartas, B q cartas i € las demas? 
== eL 

24. El mismo problema para 4 personas, si reciben igual número 
- de curtas. 


A AP ÉÁ 


CAPÍTULO II. 


25. Desarrollar 


a) (x+ a) l (+ a) (x+ a), (a+ a), (x+ a); 


ta 
A 
E 
+ 
po 
NA 
E 
pl 
| 
pu 
RA 
o 
AS 
pa 
| 
9 
po 
NAS 


aa). 


15 
26. Determinar el 8.? término en el desarrollo de (a +a). 


2) E +2 1) 


a E E Pa alo 

27. Idem el 7.* término en pe — 2) 
/ 

11 


23. Idem el 5.? término en (x - 3) 
: 12 
29. Idem el 7.* término en (0 “8 ya) : 


13 
30. Idem el 8.? término en (a — b i) ¿ 


31. Calcular la suma de los números 


LE ORO + O 
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32, Demostrar que 
A 


33. ¿En qué suma se convierte un capital de $ 15000 al 5% 
anual en 8 años, con capitalizaciones anuales? (Sin aplicar loga- 
ritmos. ) 


CAPÍTULO III. 
34. Examinar la converjencia de las siguientes series: 
gora Ea betis Es 
a) Ena tiotar tec 


A NS 
AL 

1 1 Ly 
papi 


35. El término jeneral de una serie es y, = nx” ' Se pide calcu- 


lar sus 5 primeros términos i determinar los valores de x para los 
cuales la serie es converjente. 


n—l 


36. Idem para Un = : x 


37. Idem para un =— area . 
38. Idem para =D ?T3 . 
39. Idem para DET : 
40. Idem para un = ata am : 
| np 


41. Idem para a da o (E 


42. Determinar la converjencia de la serie 


X=vVx + Yx—YVxhk.... 
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43. Idem de la serie 


Xx as e x! 


E ES: 


44, ¿Para qué valores de k la serie 


1 1 1 
E A 


es converjente? (Serie fundamental.) Demostracion por agrupacion 
conveniente de los términos. 


45. Demostrar la converjencia de la serie 


1 2 n 
EL 


comparándola con la serie fundamental (N.* 44). 


46. Idem, cuando el término jeneral de la serie es Un == 3 
donde tes > 3. 
at LA E 1 
47. El término jeneral de una serie-es Un = Ea donde 


bi c son números cua'esquiera i a es positivo i mayor quela unidad. 
Se pide demostrar la converjencia de la serie, por comparacion con 
la serie fundamental (N* 44), 


. . . 1 
48. ¿La serie cuyo término jeneral es Un = ———5——- , €8 
E . : 1 ADT? 
converjente? 
: Es A 2 LAS ca a 
49. La serie cuyo término jeneral es Un = +1? x" ¿para qué 


valores de x es converjente? (Para x = 1 compárese la serie propues- 
ta con la armónica.) 

50. Desarrollar el arco x de un círculo del radio 1 en una serie 
de potencias crecientes de sen x. Ver el ejemplo 2* del $ 17 i aplicar 
el $ 20. 

51. Desarrollar sen x, por el método de los coeficientes indeter- 
minados, en una série de potencias crecientes del arco x. Fórmese 
sen x — sen y 

ad 
ejemplo 2? del $ 17 i aprovéchese el $ 20 i la serie del N.* 50. 


, determínese su límite para x = y, análogamente al 
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52. La misma cuestion para cos X. 
53. Desarroilar V/1>+x? en una serie de potencias crecientes 
de» x, por medio de la fórinula del binomio. 


1 
54. Idem TA 


55. Tdem pÍ +x. 


56. Idem 3/84+9x. 
57. Idem Ox=1y 
58. Idem V1 —sen?x en una serie de potencias crecientes de 
sen X. 
59. Determinar en 5 decimales el valor de 410. 


0 Tan 210 
a em a JN 


61. Calcular en 5 decimales e? , por medio de la serio esponencial. 
62. Idem e, 
e 
63. Idem = ; 
q 
64. Idem YE - 


y 1 : y 
65. Desarrollar 7 (ex + ex )en una serie de potencias crecientes 


66. Idem E (e —e7*) 


Si e o q ERE e —1 
67. Idem 
e 1+x aL a 1—x 


68. Idem T% 


” e ¿0 DEAR 1 y - . 
69. Idem 0 ¿Qué valor toma esta fraccion para x = 1? 


12 e E 


x—l1l ; 


e, 


70. La misma cuestion para 


a *!-—1 
MES E Idem para Ea E - 
72. Calcular el / 7en 5 decimales. 
73. Idem 7 11. 


74. Idem / 13. 
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75. Idem 717. 
76. Demostrar las series 


aL 1 1 
EE _ y2 = y3 
a A y 
i determinar su converjencia. 


da x?—1 : : 
(7. Desarrollar / 77 €n una serie de potencias crecientes de 


x. Ver$ 24, ecuacion (9). 


78. Idem a , escribiendo al AR > ol 


NS TO 
i aprovechando la fórmula (9) del $ 24. 


79. Desarrollar / pa +x) v1 +x | en una serie de potencias 


de x. ($23, (6). ) 


80. ¿Qué valor toma Ar ar parax=o0? 
LU1A+x)VIER 
81. Idem e para x = 1. 


82. Espresar sen ta, cos da, sen 5a, cos Saen funcion de seña i cosa. 
83. Calcular el sen ¡el cos del arco de un círculo que es igual al 


84. Calcular sen 1% i cos 1”. 
85. Desarrollar te x en una serie de potencias crecientes de x. 
86. Espresar tg x en funcion de e. 
87. Idem cot x. 
88. Calcular tg 1, 
tg x — sen x 

X — sen x 
90. Idem 7 CL E0S ze l 

3 sen x — sen 3 x 


89. ¿Qué valor toma para x == 0? 


CAPÍTULO IV. 


91. Representar por una figura la suma de 3 + 4112 +31 i, en 
jeneral, la suma de dos números complejos cualesquiera. 

92. La misma cuestiou para la diferencia de 2 números com- 
plejos.... 

ALJ. 7 
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93. Demostrar, por una figura o por el cálculo, que el módulo 
de la suma de dos números complejos es menor o, alo mas, igual a 
la suma de los módulos de los dos números complejos. 

94. Representar por una figura el producto de 2 números com- 
plejos que se dan por su forma trigonométrica. 

95. La misma cuestion para su cuociente. 

96. Idem para la potencia de un número complejo. 

97. Idem de una raiz. 

98: Avaluar la suma de los cosenos i de los senos de arcos que 
forman una progresion aritmética. (Sea 


P =cos a + cos (a+b) + cos (a+-2 b) + ...... + cos (a+(n — 1) b) 
() = sen a + sen (a+b) + sen (a+2 b) + ...... + sen (a+(n — 1) b) 


se forma P + Qi se trata de darle la forma de una progresion jeo-: 
métrica cuyo primer término es cos á + ¡sen aicuyo cuociente es 
cos l - ¡sen b, despues se aplica la tórmula de Moivre.) 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


1083. x*=—i, 

OLAS SA LO. 
5 — 207 + 94 Y5: 

A o 


Resolver las ecuaciones: 

109. xi—45x*--40x + 84—0,. 

110. =t>1x9 17% 432107% 210% 0. 

111. 10x* +89 x3 + 234 x? + 205 x + 50 =0, 

112. 3 4-12x* + 46 x3 + 40 x? — 96 x — 128 =0. 

113.:2x3—3x2-52x3 +78 x2+50x —75=0. 

114. x*4+ 2x5— 18xt—6x3+41x?-8x-+60=0. 
115, 3x*—10x* +3 x—3x2+10x-83=0. : 

116. 10x* + 19x*— 15x*+35x3—61x"-6x+18=0.. 


117%. 
118. 


EJERCICIOS. 99 


18 x* + 27x* -8x*+ 15xi—18x?-12x +8=0. 
16 x” — 52 xé = 120 x3 + 237 x* + 237 x? — 120 x?-—592x 
+ 16 =0. 


54] As £ í la 
:/2x3-8 1/x3—=9= 
Ya Ah V E 


VI 


E A A 
e >: i V XxX A 


AA 2 +4 /3x -3= A — Bl 


. x*—91x-—344—.0, 


ES 2 0D. 
AA E 16:=0. 
. Xx -+448x + 504 =0. 


. X—60x + 671 =0. 


. X—2x—4=0. 

. *=—1x—36=0. 

. A+3x+14=0. 
.3x3+4x+"Y=0. 

2. 4x—1l1x-=+"15=0. 

. 49x3=60x + 144 = 0. 

. 32x* -—-6x-—161—0. 

. +8x-—5=0. 

5 1 de o 1 

. —7Tx+11=0. 

. —4x-—5=0. 

x= 6 x?-—12x + 112 = 0. 
TO XT 40, EDO 0. 
A O Xx — 2 0% 

2. 17x -33x2?—50=0, 


. *—19x +30 =0. 


. *—Tx+6=0, 


a de e 10 E 
.2x—9x?+ 280. 
.8x*+36 x? — 330 x — 605 = 0. 
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148. 27 x3 + 42 x?— 56 x — 64 — 0). 

149. 9x3 -— 6x?*- 21x+14—0. 

150. 2x*-—12x*+15x +40. 

151. 7x —9x?-—4x+2—0). 

152. 9x.-—21x?+ 6x+4=0, 

153. Las tres cifras de un número forman una progresion arit- 
mética i el producto de ellas es — 162. Restando 594 del número 
resulta otro que se escribe con las mismas cifras de aquel, en órden 
inverso. me 

154. El primer término de una progresion jeométrica de 4 tér- 
minos es 1% i la suma de los términos es 225. ¿Cuál es el cuociente? 

- 155. El área de un triángulo rectángulo es = 1506 cm*”- ¡la pro- 
yeccion de uno de los catetos sobre la hipotenusa es = 9 cm. ¿Qué 
lonjitud tiene la hipotenusa? 


156. x*— 25 x + 60 x — 36 =0, 

157. x*— 21 x?+ 4U0x — 120. 

158.:x%>—. 1x1 =12x HE8300. 

159. x*— 60 x? + 40 x + 396 =0. 

160. xt 7.8 + 17x2%:17 4460. 

161. x*- 8 x+14x?*+4x-—8=0. 

162. 16 x* — 36 x? — 128 x + 33 =06. 

165. x*—8x* + 21 x*-20x+5=0. 

164. £l primer término de una progresion jeométrica de 5 tér- 
minos es 7 i la suma de sus términos es 5467. ¿Cuál es el cuociente? 

165. Calcular los lados de un triángulo isósceles cuyo perímetro 
es=128 m. i cuya circunferencia circunscrita tiene un radio = 25 m. 
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166. Entre todos los triángulos isósceles inscritos en una cir- 
cunferencia ¿cuál es el de área máxima? 

167. ¿En cuánto hai que disminuir la base de un triángulo dado 
i, al mismo tiempo, aumentar su altura, para que el área sea má- 
xima? 

168. De todos los rectángulos de un mismo perímetro 2 p ¿cuál 
es el de área máxima? 

169. Inscribir en un triángulo dado el rectángulo de área má- 
xima 
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170. Inscribir en un triángulo dado un rectángulo cuyo diago- 
nal sea mínima. 

171. Inscribir en un cuadrado dado otro de área mínima. 

172. Inscribir en una esfera dada un paralelepípedo rectangular 
de base cuadrada cuyo volúmen sea máximo. 

173. ¿Cuál de las esferas cuyos centros se colocan en la superfi- 
cie de otra esfera dada, determina dentro de esta esfera el casquete 
máximo? 

174. Circunscrirbir a una esfera el cono recto de volúmen mí- 
nimo. 

175. La diagonal de una seccion central de un cilindro recto es 
=/1 ¿cómo hai que e'ejir su altura, para que el volúmen sea máximo? 

176. Inscribir en un cono cuya altura es hi cuya base tiene el 
radio r, un cilindro recto cuya superficie lateral sea máxima. 

177. Determinar un cono recto de volúmen a* cuya superficie la- 
teral sea mínima. 

178. Trazar, en una elipse, una cuerda M N paralela al eje ma. 
yor, de modo que el área del triángulo M N U sea máxima. 

179. Idem, de modo que el área del triángulo M N B sea má- 
xima. 

180. Cuestiones análogas a las 1781179, en caso que M N sea 
paralela al eje menor. 

181. Inscribir en una elipse dada el rectángulo de área máxima. 

182. Circunscribir a un rectángulo dado la elipse de área mí- 
nima. 
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183. De una urna que contiene 7 bolas blancas i Y negras, se 
saca una a la suerte ¿cuál es la probabilidad para encontrar una 
blanca? 

184. Sacándose de la misma urna, a la vez, dos bolas ¿qué pro- 
babilidad hai para encontrar una blanca i una negra? 

185. En una urna hai 8 bolas amarillas, 9 verdes i 5 blancas. Se 
sacan 6 bolas i se pide determinar la probabilidad de que 3 de ellas 
sean amarillas. 

186. ¿Cuál es la probabilidad de echar con 3 dados en un tiro 3 
números iguales? 

187. Idem 3 números impares. 
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188. ¿Cuál es la probabilidad de echar con 3 dados en un tiro 6? 
-189. Idem 15. 

190. Idem de no echar 13. 

191. Idem de echar mas que 13. 

192. Idem ménos que 9. 

193. ¿Cuál es la probabilidad de echar con dos dados o un4 o 
un 6? | 

194. ¿Cuál es la probabilidad de sacar de una baraja de 40 car- 
tas o un siete o un as? . 

195. ¿Cuál es la probabilidad de echar con dos dados dos núme- 
ros iguales o dos números consecutivos? 

196. De una baraja de 40 cartas se sacan dos a la suerte ¿cuál 
es la probabilidad de que sean de igual valor? 

- 197. ¿Cuál es la probabilidad de sacar de una baraja de 40 car- 
tas 4 del mismo palo? 

198. Una lotería consta de 100 números i contiene 10 premios 
mayores i 20 menores ¿cuál es la probabilidad de que salga primero 
un premio mayor, en seguida, otro menor i despues dos números 
“que no ganan? 

199. Una urna contiene 8 bolas blancas i algunas negras. La 


probabilidad de sacar dos veces seguidas una bola blanca es e 


¿cuántas bolas negras contiene la urna? 
200. En una urna hai bolas blancas i negras de las cuales se 
saca cada vez una bola. La probabilidad de encontrar primero una 


: 1 
blanca i despues una negra es + , pero la de encontrar dos negras es 
“TT 


1 - le : 
8' ¿Cuántas bolas blancas i cuántas negras contiene la urna? 


LO 


FÉ DE ERRATAS. 


RRA 


RA 


PÁJINA LÍNEA DICE LÉASE 
33 ña COS a i sen a Cos a + ¡sen a 
38 12 m k nk 
Idem Idem n k mk 
40 1 a=bi 10 
47 10 A o de A A 
49 6 de abajo A AT, X4=- 2ivVi 
50 153 sen ER — sen SE 
n n 
2:58 7 de abajo q1i—n dar 
54 2,516 +1 +1 
54 14 a — 1 a +1 
d4 5 de abajo +86 — 36 
58 6 0 xu 
Idem 1Idem E An-—1 
60 5 de abajo 1 rd 


Idem  |3de abajo 


